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R E S U M O
A  in te ração  o nda -pa rtícu la  é um dos fenôm enos ca racte rís ticos que ocorre  n a tu ra l­
m ente em física de plasma e desem penha um papel im prescindível na d inam ica  desses sistem as 
físicos. Os processos decorrentes dessa in te racão  sao, essencia lm ente, nao lineares e estão d i­
re tam en te  re lacionados ao su rg im en to  de instab ilidades e tu rb u le nc ias  em plasma devido a 
a m p lificacao  e /o u  a m o rte c im e n to  das ondas, bem com o, aceleraçao e /o u  desaceleracao de 
partícu las. Nesse sen tido , a abordagem  H a m ilto n ian a  te m  se destacado com o uma fe rram en ta  
bastan te  eficaz na descricao desse t ip o  de in teracao, onde a d inam ica , no espaco de fase, e re­
presentada ta n to  por tra je tó r ia s  regulares q u a n to  caóticas. Em geral, a p redom inância  do t ip o  
de tra je to ria s  depende, p rinc ipa lm ente , da a m p litu d e  da pe rtu rbacao  no sis tem a, que in fluenc ia  
d ire ta m e n te  o m o v im e n to  das partícu las. De fo rm a geral, regioes onde prevalecem tra je to ria s  
regulares sao favorave is a aceleracao coerente  de partícu las enquan to  que regioes caoticas 
estao associadas ao aquec im ento  e escape de partícu las. F requentem ente , a d inâm ica  de sis­
tem as cao ticos  com  m u ito s  graus de liberdade pode ser estudada atraves de aproxim ações em 
baixa dim ensao. Assim , o m o v im e n to  ca o tico  surge con form e aum enta-se  o num ero de graus 
de liberdade no sistem a. Neste tra b a lh o  analisam os os aspectos nao lineares da in te racao  
onda -pa rtícu la  em baixa d im ensao u tiliza n d o  d inam ica  H a m ilto n ian a  classica no m ode lo  de 
aprox im açao de uma unica onda. Na aprox im acão de uma unica onda considera-se que a 
ins tab ilidade  ocorre  ao longo do m odo mais instavel, de fo rm a  que, os dem ais m odos in te n ­
s ificados na in te racao  podem  ser negligenciados pela condicão de con to rno . In ic iam os nossas 
analises com  o caso m ais sim ples: com  uma pa rtícu la , N  =  1 . Esse caso e com p le tam en te  
in tegrave l, de fo rm a  que, a d inam ica  no espaco de fase e representada apenas por tra je to ria s  
regulares. D iscu tim os, q u a lita tiva m e n te , e a traves de ca lcu los num ericos com pu tac iona is , o 
va lo r do m om en to  linear to ta l,  P , associado a uma b ifu rcaçao  no sistem a, bem  com o, um 
va lo r especial de P , para o qual a tra je to r ia  cuja in tens idade da onda na condicao in ic ia l e 
zero, passa, ass in to ticam en te , pelo p o n to  h ipe rbo lico  do sistem a. Para o caso com  N  =  2, 
a d inâm ica  do flu xo  to ta l e representada atraves do m e todo  da secao de Poincare. Nossas 
analises m ostram  que a in tens ificacao  de caos ocorre  ta n to  na regiao da separa triz  (com o  es­
perado), q u an to  na regiao proxim a ao p o n to  fixo  e líp tico  (a típ ico  para sistem a o n d a -p a rtícu la ). 
D estacam os ainda que, para esse caso, a d inam ica  cao tica  esta associada a a lta  sensib ilidade 
na cond icao  in ic ia l da ve locidade re la tiva  das partícu las.
Palavras-Chave: In teracao onda -pa rtícu la , D inâm ica  H a m ilto n ian a  classica, Caos em sistem as 
H am ilton ianos , Física de plasmas
A B S T R A C T
T h e  w ave -pa rtic le  in te ra c tio n  is one o f  th e  ch a ra c te ris tic  phenom ena th a t  occurs na­
tu ra lly  in plasma physics and plays an essential role in th e ir  dynam ics. T h e  processes resu lting  
fro m  th is  in te ra c tio n  are essentia lly  non linear and are d ire c tly  re lated to  th e  appearance o f 
in s ta b ilit ie s  and tu rb u le nce  in plasma due to  th e  a m p lifica tio n  a n d /o r  d a m p in g  o f  th e  waves, 
as well as, acce le ra tion  a n d /o r  dece lera tion  o f  partic les. T h e  H a m ilto n ian  approach is a very 
e ffective  to o l in the  descrip tion  o f  th is  typ e  o f  in te ra c tio n , such th a t,  in th e  phase space, 
th e  dynam ics o f  th e  m o tio n  can be represented by bo th  regular and ch a o tic  tra je c to rie s . The  
predom inance o f  th e  typ e  o f  tra je c to rie s  depends, m ainly, on th e  a m p litu d e  o f  the  d is tu rbance  
in the  system  th a t  d ire c tly  in fluences the  p a rtic le ’s m o tio n . In general, regions where regular 
tra je c to rie s  prevail are favo rab le  fo r coheren t pa rtic le  acce le ra tion , w h ile  ch a o tic  regions are 
associated w ith  pa rtic le  hea ting  and escape. O fte n  th e  dynam ics o f  ch a o tic  system s w ith  m any 
degrees o f  freedom  can be stud ied th ro u g h  approaches in low  d im ension. T h u s  ch a o tic  m o tion  
arises as we increase th e  num ber o f  degrees o f  freedom  in th e  system . In th is  w o rk  we analyze 
th e  non linear aspects o f  the  w ave -pa rtic le  in te ra c tio n  in low  d im ension using classic H a m ilto ­
nian dynam ics and considering  th e  single wave m odel. In th e  single wave m odel in s ta b ility  is 
considered to  o ccu r a long  th e  m ost unstab le mode, so th a t, th e  o th e r m odes in tens ified  in 
th e  in te ra c tio n  can be neglected by th e  boundary co n d itio n . W e s ta rted  o u r analysis w ith  the  
s im p les t case w ith  a pa rtic le  N  = 1 .  T h is  case is co m p le te ly  in tegrab le , so th a t,  th e  dynam ics 
in th e  phase p o r tra it  are represented o n ly  by regular tra je c to rie s . W e discussed, q u a lita tiv e ly  
and w ith  num erica l co m p u ta tio n s  th e  value o f  th e  to ta l linear m om ent, P , associated w ith  
a b ifu rca tio n  in th e  system , as well as a special va lue o f  P , fo r w h ich  th e  tra je c to ry  whose 
wave in te n s ity  in th e  in it ia l co n d itio n  is zero passes a sym p to tica lly  th ro u g h  th e  h yperbo lic  fixed 
p o in t. For th e  case w ith  N  =  2, the  dynam ics o f  th e  to ta l f lo w  in te ra c tio n  is represented using 
th e  Poincare section m e thod . O u r analysis show  th a t  chaos in te n s ifica tio n  occurs b o th  in the  
separa to r region (as expected) and in th e  region close to  th e  fixed e llip tica l p o in t (a typ ica l fo r 
th e  w ave -pa rtic le  system ). W e also h ig h lig h t th a t, fo r th is  case, ch a o tic  dynam ics is associated 
w ith  high se n s itiv ity  in th e  in it ia l co n d itio n  o f  the  re la tive  ve lo c ity  o f  th e  partic les.
Keywords: W ave -pa rtic le  in te ra c tio n , Classic H a m ilto n ian  dynam ics, Chaos in a H a m ilto n ian s  
system s, P lasma physics
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A  in te racão  o n d a -p a rtícu la1 e um dos fenom enos carac te rís ticos  que oco rrem  na­
tu ra lm e n te  em física de plasma e desem penha um  papel im prescind ível na d inam ica  desses 
sistem as [1] . A  a m p lificacao  e propagacao de ondas em plasmas e um processo n a tu ra l, devido 
a ca racte r ística in trínseca desses sistem as de te n ta r  reestabelecer o equil íbrio  na d is tr ib u iça o  
loca l de cargas quando o sistem a e exposto  a pertu rbaçães [2] . Essa te n ta tiv a  de re to rno  
ao equil íbrio  pode in tens ifica r uma d iversidade de m odos o sc ila to rios  com  frequencias carac­
te rís ticas  bem defin idas, capazes de propagar-se e in te ra g ir com  as pa rt ículas ressonantes2 do 
plasma [3 ] .
P lasmas sao sistem as fo rm ados por pa rt ículas neutras e carregadas, nos quais, o m o­
v im e n to  das partícu las pode causar uma concentracao  local de cargas e le tricas pos itivas e 
negativas. Ta is concentracoes de cargas, mesmo em repouso, são fo n te s  de cam po e le trico , 
podendo, assim, in te ra g ir s im u ltaneam en te  com  todas  as dem ais partícu las do sistem a. Isso 
s ign ifica  que, os com ponentes do plasma in fluenc iam  d ire ta m e n te  no des locam ento  ou m ov i­
m en to  das partícu las, devido a geracão e m od ificacao  dos cam pos e le trom agne ticos  que, por 
sua vez, in fluenc iam  no m o v im e n to  de todas  as dem ais pa rt ículas. Essa d inâm ica  pa rticu la r, 
presente nos plasmas e caracterizada por um co m p o rta m e n to  co le tivo  e au tocons is ten te  e 
ocorre  mesmo na ausencia de cam pos exte rnos [4 , 5] .
Considerando a energia te rm ica  das pa rt ículas, o plasma e considerado com o o q u a rto  
estado da m ate ria . A  fig u ra  1.1 representa, esquem aticam ente , a trans icao  en tre  os esta­
dos: so lido, l íqu ido e gasoso devido a d issociaçao das ligacoes in te rm o lecu la res de um a tom o  
generico, e o estado de plasma, no qual, as ligacoes que m a n tin h am  os e le trons un idos aos 
nucleos sao rom pidas, con form e aum enta-se  a anergia te rm ica  no sistem a.
D ife ren tem en te  dos estados solidos, liqu ido  e gasoso, nos quais, a trans icao  de fase 
ocorre  a uma te m p e ra tu ra  cons tan te  para um dado va lo r de pressao, a trans içao  do estado 
gasoso para o estado de plasma acontece, p roporc iona lm en te , com  o aum en to  da te m p e ra tu ra  
do sistem a. Nao sendo, p o rta n to , uma trans icao  de fase do p o n to  de v is ta  te rm o d in a m ic o  [5] . 
Apesar da d iferenca en tre  um gas neu tro  e um  plasma se dar devido a presenca de partícu las 
carregadas, e im p o rta n te  ressaltar que nem to d o  gas ion izado pode ser considerado com o 
plasma. Desse m odo, para um gas ion izado ser considerado com o plasma ele deve obedecer 
a lguns c rite r io s  específicos que são cham ados c rité r io s  de p lasm a  [4 ] , com o por exem plo, a
1A  in te ra çã o -o n d a  p a rtíc u la  esta p resente  em v a r io s  s is tem as  fís icos, no e n ta n to , nesta tese e s tam os in ­
te ressados na in te ra ça o  das ondas  de L a n g m u ir, que  sao o nd as  e le tro s ta tic a s  e lineares, com  as p a rtícu la s  
ca rre gada s  (e le tro n s ) em um p lasm a f r io  u n id im e n s io n a l.
2 P a rtícu la s  que  se des locam  com  ve lo c id a d e s  p róx im a s  a v e lo c id a d e  de fase das ondas.
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F IG U R A  1.1 -  R epresen tação  e sq ue m á tica  da tra n s iç ã o  e n tre  os estado s  só lid o , liq u id o , gasoso e p lasm a, 
c o n fo rm e  a u m e n ta -se  a ene rg ia  te rm ic a  no s is tem a . N o  es ta d o  de p lasm a as ligações que 
m a n tin h a m  os e le tro n s  u n id os  aos nóc leos são ro m p ida s , ta l que, de fo rm a  s im p lif ic a d a , o 
p lasm a pode  ser c la ss ifica d o  co m o  um  gas io n iza d o , e le tr ic a m e n te  n e u tro , fo rm a d o  p o r e le tro n s  
e nuc leos d issoc ia dos. F igu ra  a d a p ta d a  da re fe renc ia  [6 ] .
quase-neu tra lidade  m acroscóp ica  e a b lindagem  de D ebye3 .
O u tra  ca racte r ística fu nd a m e n ta l dos plasmas, d iz respe ito  ao equil íbrio  te rm ico  ( te m ­
p e ra tu ra ) en tre  suas pa rt ículas co n s titu in te s . De m odo geral, podem os d iv id ir  os plasmas em 
duas p rinc ipa is  categorias: plasm a tó rm ico  (ou  quen te ), quando todas  as pa rt ículas do plasma 
( íons, e le trons, especies neutras) estao em equil íbrio  te rm ico  e plasm a nao tó rm ico  (ou  fr io ), 
quando as especies de p a rt ículas que co n s titu em  o plasma podem  estar com  te m p e ra tu ras  
d ife rentes. [5 ] .
P lasma te rm ico , sao fo rm ados em a ltas pressões e sao caracte rizados pela presenca 
de p a rt ículas leves (e le trons) e pesadas ( íons en tre  o u tra s ), com  am bas especies a a ltas te m ­
pera turas e com  elevados n íveis de ionizacao. O equil íbrio te rm ico , nesse caso, im p lica  que 
os e le trons, íons e partícu las neutras possuam mesma te m p e ra tu ra . A  a lta  pressão gasosa, 
im p lica  em m u itas  cólisõés en tre  p a rt ículas, uma vez que, o cam inho  liv re  m edio das pa rt ículas 
e pequeno. Assim , a tro ca  de energia en tre  as especies (via c o ^ e s )  e e fic ien te  e assegura o 
equil íbrio  te rm o d in a m ic o4 en tre  as especies [5] .
Ja plasma frio , sao gerados em baixas pressoes, sendo com posto , p rinc ipa lm ente , por 
m oleculas carregadas e neutras e especies a tâm icas, em baixas tem pera tu ras , e por e le trons 
a a ltas tem pera tu ras . A  baixa pressao, nesse sistem a, resulta em poucas colisoes en tre  as 
partícu las, uma vez que, o cam inho  livre  m edio e longo. Consequentem ente  a transfe renc ia  
de energia (v ia  colisoes) não e ta o  e fic ien te  q u a n to  nos plasmas te rm icos, ocasionando d i- 
ferencas de te m p e ra tu ra  das especies, de fo rm a que, as partícu las nao estao em equil íbrio 
te rm o d in a m ico  [5] .
3Na secao 3 .2 .1  reservam os um a d e scricao  m a is  d e ta lh a d a  acerca  das p rop rieda de s  e dos c r ite r io s  de 
p lasm as.
4 Em p lasm a, o e q u ilíb r io  te rm o d in a m ic o  e loca l, ou seja, as te m p e ra tu ra s  de to d a s  as especies são as 
m esm as em regioes lo ca liza da s  do  p lasm a [4 ] .
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Assim , em plasma fr io , o e fe ito  do cam po e le trico  a u to cons is ten te  no m o v im e n to  das 
partícu las e m u ito  m ais substancia l do que o e fe ito  das colisoes en tre  as partícu las. Nessas 
condições, o plasma e denom inado, ta m b e m , com o: p lasm a nao co lis iona l, uma vez que o 
te m p o  de colisoes en tre  as partícu las e m u ito  m a io r com parado as escalas de te m p o  carac­
te rís ticas  do sistem a. Consequentem ente , nesses sistem as, as ondas, geradas pelo m o v im e n to  
dos e le trons, a tuam  com o o p rinc ipa l m ecanism o para a dissipacao f in ita  de energia [7 , 8] : as 
partícu las são espalhadas pelos cam pos da onda e sua energia e m om en to  m udam  por m eio 
desses processos.
As vibracoes co le tivas dos e le trons em relacao as partícu las m ais massivas em um 
plasma fr io  nao co lis iona l, da origem  ao m odo de oscilacao mais fu nd a m e n ta l que consegue se 
propagar num  plasma, denom inado: m o d o  de L a n g m u ir  [3] que, sao oscilacoes lo n g itud in a is  
de natureza e le tro s ta tica , independentes do te m p o  e estacionarias com  frequencia  igual a 
frequencia  de plasma [4 ] ,
2
j í .  =  ^ , ( 1.1)m e 6q
onde j pe e a frequencia  de plasma, n e a densidade de e le trons, qe e a carga ( in d iv id u a l) do 
e le tron , m e a massa e fe tiva  de um e le tron  e e0 a perm issiv idade e lé trica  no vacuo 5. A  F igura 1.2 
esquem atiza a in tens ificaçao  de uma oscilacao de L angm u ir em um plasma quase neu tro  e em 
equil íbrio, Fig. 1 .2 (a ) , fo rm a d o  por íons pos itivos  e e le trons. Um pequeno deslocam ento  dos 
e le trons em relacao aos íons, Fig. 1 .2 (b ) , da o rigem  a um cam po e le trico  que a tua  sobre os 
e le trons com o uma força  restauradora. Essa fo rca  restauradora, por sua vez, da o rigem  a uma 
oscilacao s inusoida l estacionaria , Fig. 1 .2 (c ) , com  frequencia  bem de fin ida , igual a frequencia  
de plasma [10] (Eq. (1 .1 )). A  F igura 1 .2 (d ) , m ostra  a d is tr ib u iça o  de e le trons ju n ta m e n te  
com  a oscilacao de Langm uir. C om o os íons possuem massa m u ito  m a io r do que a massa dos 
e le trons oscilantes, supõe-se que eles fo rm a m  um fu nd o  un ifo rm e  e es tac ionario  que co n tr ib u i 
apenas para a neutra lidade  g loba l de cargas no sistem a [4 ] .
A  in te raçao  das ondas de L angm u ir com  os e le trons ressonantes em plasma fr io  
não co lis iona l e um fenôm eno, essencialm ente, nao linear e esta d ire ta m e n te  re lacionado a 
aceleracao coerente  (a p ris io na m en to ) [11- 13] e escape de partícu las (d ifusão  ca o tica ) [14] , 
podendo co n du z ir ao su rg im en to  e in tens ificaçao  de instab ilidades e tu rb u le nc ias  em plas­
mas [15] . Ta is fenom enos são observados ta n to  em plasmas espaciais, com o na aceleraçao 
superte rm ica  de e le trons do ven to  so lar na regiao da m agnetosfera  te rre s tre  [16] , qu an to  
em estudos experim en ta is  para fins  tecno log icos, com o por exem plo, Laser de e le trons livres 
(F re e -E le c tro ns -L ase r) [ 17] , tu b o  de ondas progressivas (T ra v e llin g -W a v e -T u b e ) [18] en tre
5A  p e rm iss iv id a d e  ou p e rm itiv id a d e  e um a c o n s ta n te  fís ica  que  descreve co m o  um  c a m p o  e le tr ic o  a fe ta  e 
e a fe ta d o  p o r um m e io  [9 ] . A  E qu aça o  (1 .1 )  esta no SI (s is te m a  in te rn a c io n a l)  de u n id ades
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(a ) (b )
F IG U R A  1.2 -  A m p lif ic a c a o  (e s q u e m a tica ) de ondas de L a n g m u ir  em  (a ) um  p lasm a quase n e u tro  em  e q u il íb r io  
e s ta c io n á rio . O s p o n to s  verdes re p rese n tam  os íons e os v e rm e lh o s  os e lé tro ns . (b )  U m  peq ueno  
d e s lo c a m e n to  na d is tr ib u ic a o  loca l dos e le tro n s  da o rige m  a um a fo rça  e le tr ica  re s ta u rad o ra  
que, p o r sua vez esta associada a in te n s if ic a ç a o  de um a o sc ila ca o  de L a n g m u ir  (c )  que, pode  
in te ra g ir  com  os e le tro n s  ressonan tes  (d ) ,  e n q u a n to  q ue  os íons a tu a m  apenas c o m o  um  fu n d o  
n e u tra liz a d o r de cargas. F ig u ra  a d a p ta d a  da re fe rênc ia  [ 10] .
outros.
Em bora a in te racao  a u t o ^ ^ s t e ^ e  o n d a -p a rt ícula seja e fetiva  quando considera- 
se partícu las ressonantes, e im p o rta n te  a ten ta r-se  ainda ao fa to  de que as ve locidades das 
pa rt ículas ressonantes no plasma podem  ser d ife ren tes [19] . Assim , a q uan tidade  de pa rt ículas 
com  velocidades, lige iram ente , m aiores ou menores que a ve locidade da onda e d e te rm in a n te  
para a am p lificacao  ou a m o rte c im e n to  das ondas no plasma [5] . A  grosso m odo, a tro ca  
au to co n s is té n té  de energia e m o m en to  o n d a -p a rt ícula e caracterizadas pelo cresc im ento  e /o u  
a m o rte c im e n to  de ondas, aquec im ento  e /o u  aceleracao, cu lm inando  para o su rg im en to  de 
ins tab ilidades em plasma [15] .
A  descricao c ine tica  de plasma nao co lis iona l pode ser estudada, na abordagem  
cine tica , a traves da Equacao de V lasov, que e uma variaçao da equaçao de B o ltzm a n n  des­
considerando o te rm o  co lis iona l,
d fa ( r  v , t ) +  v  ■ V r fa ( r , v , t ) +  _ L  . y v fa (r , v , t ) =  0 , ( 1.2)
d  t  m a
onde fa (r , v , t ) fornece a densidade de p robab ilidade  de encon tra r uma pa rt ícula com  massa 
m a , no en to rno  da posiçao r, com  uma ve locidade v , em um ce rto  in s ta n te  de te m p o  t , e F 
e a força resu ltan te  a tua n d o  no sistem a, dada pela forca de Lo rentz  [4 ] .
No regim e linear, a solucao s im u ltanea  da Equacao de V lasov para um po tenc ia l
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e le tro s ta tico , realizada atraves de uma trans fo rm ada  de Fourie r nas coordenadas e de Laplace 
no te m p o , resulta na funcao  d ie le trica  das ondas e le tro s ta tica s  que, aparece no denom inador 
da equaçao do po tenc ia l, cujas solucoes fo rnecem  os m odos norm ais que podem  se propagar 
no plasma.
Nesse sen tido , a descriçao anal ítica acerca do a m o rte c im e n to  e a m p lificação  de ondas 
em plasmas nao co lis iona l fo i realizada por Landau [20] ao so luc ionar o problem a de in tegra is  
com  polos que aparecem  no denom inador da relação de dispersao6 [15] ,
onde, u pe e a frequencia  e le trân ica  do plasma, k  o ve to r de onda, u  a frequencia  angu lar 
das ondas e f0(v )  a funcao  de d is tr ib u ica o  de velocidades, v , dos e le trons. Resum idam ente, o 
m ó to d o  de Landau  consiste  em rea lizar a in tegracao  seguindo um cam inho  no p lano com plexo 
que fique  a d ire ita  do p o n to  da s ingu laridade do in teg rando  [15] . Nesse p roced im en to  u  possui 
uma parte  real e uma parte  im ag ina ria , u  =  u r + iu ,-m, onde a parte  real, de te rm ina  a frequencia  
do m odo de oscilacao que consegue se propagar no plasma e a parte  im ag ina ria  corresponde 
a taxa  te m p o ra l de cresc im ento  ou a tenuacão das ondas [ 15] .
A ssim , de acordo com  a loca lizaçao do p o n to  de s ingu laridade no plano de in tegraçao, 
e possível predizer se as ondas serao atenuadas ou am p lificadas. A  F igura 1.3 m ostra  as 
loca lizacoes dos polos no p lano com plexo  e o cam inho  de in tegracao, denom inado, co n to rn o  
de Landau. Para o caso em que o po lo  esta loca lizado  na parte  im ag ina ria  pos itiva  do plano 
com plexo, painel (a ), as ondas sao am p lificadas. Q uando o po lo  esta loca lizado  exa tam ente  
no cam inho  de in tegraçao , painel (b ), a onda se propaga no plasma com  frequencia  real sem 
in te ra g ir com  as partícu las. E, quando o po lo  esta loca lizado  na parte  im ag inaria  negativa 
do p lano com plexo, painel (c ), as ondas in tens ificadas no plasma sao am ortec idas [19] . O 
a m o rte c im e n to s  de ondas em plasma nao co lis iona l e, ta m b e m , cham ado de a m o rte c im e n to  
de Landau  [19] .
A pos a d ivu lgacao  do m e to d o  de Landau, passou-se a questiona r sobre os m ecanism os 
físicos responsaveis pelas atenuacoes das ondas na ausencia de colisães en tre  as partículas. 
Uma abordagem  com  m aio r in tu ica o  física, exp licando o a m o rte c im e n to  das ondas de L angm uir 
em plasma nao co lis iona l, fo i e laborada por J. M . Dawson [21] em 1961, onde abordou- 
se o fenôm eno com o resu ltado de um m ecanism o ressonante de transfe renc ia  de energia (e 
m o m e n to ) na in te racao  onda -p a rtícu la . A  com provacão experim en ta l do a m o rte c im e n to  de 
Landau fo i d ivu lgada em 1964, com  as observaçoes realizadas por M a lm b erg  e W h a rto n  [22] .
6A s  so lucoes que  sa tis fa ze m  a re lacao  de d ispe rsao  ( 1 .3 ) , d e te rm in a m  os m o do s  n o rm a is  de o sc ilaco es  que 





F IG U R A  1.3 -  L o ca liza çã o  dos p o los  no p lan o  c o m p le xo  e ca m in h o  de in te g ra ç ã o  seg u in d o  o c o n to rn o  de 
L an da u . (a )  p o lo  lo c a liza d o  na pa rte  im a g in á r ia  p o s itiv a  do p lano  c o m p le xo  ind ica  a m p lif ic a c ã o  
das ondas; (b )  p o lo  e xa ta m e n te  no c a m in h o  da in te g ra l ind ica  que  as o nd as  se p rop aga m  no
p lasm a com  w  rea l; (c )  p o lo  lo c a liza d o  na p a rte  im a g in á r ia  n e g a tiva  do p lano  c o m p le xo  ind ica
a m o rte c im e n to  das ondas  no p lasm a. F igu ra  a d a p ta d a  da re fe ren c ia  [4 ] .
De m odo s im p lifica d o , a explicação física do a m o rte c im e n to  de Landau pode ser 
pensada de acordo com  a funcao  de d is tr ib u içã o  de ve locidade das partícu las do plasma. 
Isso s ign ifica  que a inc linaçao  na funcao  de d is trib u ica o  de ve locidade das partícu las e o que 
de te rm ina  o a m o rte c im e n to  ou a a m p lificaçao  das ondas no sistem a [15 , 23] .
Assim , se consideram os um sistem a, no qual, a derivada de d f0( v ) / d v  <  0 decresce 
com  o aum e n to  do m odu lo  da ve locidade na região de ressonancia, u / k , con form e ilu s trad o  na 
F igura 1 .4 , então, as ondas serao am ortecidas, uma vez que, neste caso existe mais partícu las 
com  velocidades, lige iram ente , in ferio res a ve locidade de fase da onda, v  <  u / k ,  (area azu­
lada sob a cu rva ) do que partícu las com  ve locidades maiores, v  >  u / k ,  (area rosada sob a
cu rva ). Logo, existem  mais partícu las que ganham  energia da onda do que partícu las que 
transfe rem  energia para a onda. De m odo  geral, plasma com  funcao  de d is tr ib u iça o  de ve lo ­
cidades do t ip o  M axw elliana  nao sao propícios a tu rbu lenc ias , uma vez que as ondas sempre 
sao am ortec idas [5 ] .
Por o u tro  lado, quando ad ic ionam os um fe ixe de e le trons na cauda da funcao  de d is tr i-  
bu icão de ve locidades do plasma, con form e ilu s trad o  na F igura 1 .5 , ob tem os um e fe ito  c o n tra rio  
ao a m o rte c im e n to  de Landau [15] . Nesse caso, a presenca da decliv idade com  d f0/ d v  >  0 na 
região de ressonância da funcao  d is tr ib u ica o  de velocidades, indica que exite  mais partícu las 
no sistem a com  ve locidades m aiores do que a ve locidade das ondas que, podem  ceder energia 
e a m p lifica r as ondas no plasma. Uma consequencia d ire ta  da a m p lificacao  de ondas para
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(a )  (b )
F IG U R A  1.4  -  R ep resen tacao  da reg iao  de ressonância  para um a fu n ç a o  de d is tr ib u iç ã o  de ve lo c id a d e s  do  t ip o  
M a xw e llia n a . A  area azu lada  sob a cu rva  ind ica  que, para esse t ip o  de d is tr ib u iç a o , e x is te  m ais 
p a rtícu la s  com  ve lo c id ad e s  lig e ira m e n te  m enores que  a ve lo c id a d e  da onda , u / k , e, p o r ta n to , 
g a n h a m  energ ia  da onda  na in te ra ca o . C o n se q u e n tem e n te , a onda  e a te n u a d a . A  area rosada 
sob a cu rva , representa  p a rtícu la s  cu ja s  ve lo c id a d e s  sao, lig e ira m e n te , m a io res  do  que  a da 
onda . (b )  A  sa tu ra ca o  na tro c a  de energ ia  o n d a -p a rtíc u la  e ca ra c te r iza d a  pela fo rm a c ã o  de 
um  p la to , re p resen tad o  pela linha  azu l p o n tilh a d a , l im ita d o  a re g iao  de ressonância . F ig u ra  
a d a p ta d a  da re fe renc ia  [23 ]
d is tribu içães, com o representado na F igura 1 .5 (a ) , e o su rg im en to  das, cham adas, in s ta b ili- 
dades fe ixe-p lasm a (em ingles b u m p -o n -ta il in s ta b ility ) , que por sua vez, pode dar origem  as 
tu rbu lenc ias  de Langm uir.
(a ) (b )
F IG U R A  1.5 -  R ep resen tacao  da reg iao  de ressonancia  para fu n ç ã o  de d is tr ib u ic ã o  de ve lo c id ad e s  de um  sis­
te m a  fe ixe -p la sm a . (a ) O fe ixe  estó re p rese n tad o  pe lo  p ico  com  m e no r d is tr ib u ic a o  de e le tro n s  
a d ic io n a d o  a cauda  da fu n c a o  de d is tr ib u ic a o  do  p lasm a a m b ie n te  (p ic o  m a io r) . A  area azu lada  
sob a cu rva  ind ica  as p a rtícu la s  com  ve lo c id ad e s, lig e ira m e n te , m enores que  a v e lo c id a d e  da 
onda , e n q u a n to  que  a area rosada, representa  p a rtícu la s  com  ve lo c id ad e s, lig e ira m e n te , m a iores  
que, cedem  energ ia  para as ondas na in te ra cã o . A  a m p lif ic a c a o  das ondas, o cas iona  o s u rg i­
m e n to  das in s ta b ilid a d e s  fe ixe -p la sm a . (b )  A  sa tu ra c a o  na tro c a  de ene rg ia  o n d a -p a rtíc u la  e 
c a ra c te r iza d a  pela fo rm a c a o  de um  p la to , e n tre  a fu n ç ã o  de d is tr ib u iç ã o  do  p lasm a a m b ie n te  e 
do  fe ixe , re p rese n tad o  pela linh a  azu l p o n tilh a d a . F ig u ra  a d a p ta d a  da re fe renc ia  [23 ]
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Em am bos os casos descritos acim a, a sa tu ração  na tro ca  de energia (m o m e n to ) onda- 
partícu la  e acom panhada pela re laxacao da função  d is tr ib u ica o  de ve locidades dos e letrons, 
fo rm a n d o  um p la to  na v iz inhanca  da regiao de ressonancia, con fo rm e m ostra  a linha azul 
po n tilha d a  nas F iguras 1 .4 (b ) e 1 .5 (b ) . Esse processo e conhecido  com o re laxação quase 
linear 7 ou re laxação não co lis io na l e o a ch a ta m en to  (p la tô )  nas v iz inhancas da ve locidade de 
fase da onda indica que a a m p litu d e  das oscilacães to rna-se  cada vez menores.
No c o n te x to  da física de plasma nao co lis iona l, os fenôm enos de a m o rte c im e n to  
e a m p lificacao , em geral, sao descritos a traves das teorias lin e a r e quase linea r  [15] . Os 
e fe itos nao lineares da in te raçao  a u to cons is ten te  onda -pa rtícu la , descritos a p a rtir  do c o n ju n to  
c in e tico  de equacães acopladas de V lasov-Poisson (Eq. (1 .2 ) ) para as variave is d inâm icas, 
sao am p lam en te  d iscu tidos ta n to  via m etodos num ericos co m pu tac iona is  q u an to  via soluçoes 
ana líticas  [27] .
A  proposta desta tese e estudar os aspectos nao lineares decorrentes da in te raçao  
onda -pa rtícu la  via d inam ica  H a m ilto n ian a  classica em baixa dim ensao. Nessa abordagem , a 
d inam ica  das ondas de L angm u ir e descrita  com o M  osciladores harm onicos acoplados a N  
pa rtícu las quase ressonantes, onde a d inam ica  das ondas e das partícu las e co locada em pe 
de igua ldade por m eio de variave is canonicas [1] . O tra ta m e n to  em pregado, na derivacão do 
fo rm a lism o  que estam os u tiliza n d o  neste estudo [1] , exige a ad icao da resposta das ondas ao 
m o v im e n to  da pa rtícu la , o que caracte riza  a d inam ica  H a m ilto n ia n a  a u to co n s is te n te  onda- 
p a rtíc u la8 .
De m odo  geral, os e fe itos nao lineares na in te raçao  a u to cons is ten te  o nda -pa rtícu la  po­
dem  ser id e n tificados  atraves do co m p o rta m e n to  regular e ca ó tico  nas tra je tó r ia s  das partícu las 
no espaço de fase [3 0 , 31] . A  p redom inancia  do t ip o  de tra je to r ia  depende, p rinc ipa lm ente , da 
a m p litu d e  da pe rtu rbacão  ad ic ionada ao sistem a que, por sua vez, in fluenc ia  d ire ta m e n te  o 
m o v im e n to  das partícu las [3 2 , 33] . Em geral, regiões onde prevalecem tra je to r ia s  regulares sao 
mais favorave is as aceleraçães coerentes de partícu las (a p ris io na m en to ), enquan to  que regiães 
com  tra je to r ia s  cao ticas podem  estar re lacionadas ao aquec im ento  e escape de partícu las [34] .
O b je tiva n d o  estudar os m ecanism os que levam  ao caos em baixa dim ensao, u tiliz a ­
mos em nossas analises o m ode lo  de aproxim ação de uma unica onda (S in g le -W a v e -M o d e l), 
in tro d u z id o  por O nishchenko, O ’Neil e o u tro s  [3 5 , 36] para descrever a in te racao  nao linear 
de um sistem a fe ixe-p lasm a para um plasma fr io  e um fe ixe tenue. Nesse m ode lo  considera-se
7A  descrição  da re laxa ção  quase lin e a r fo i p io n e ira m e n te  e n u n c ia d o  em 1961 p o r V ed e n o v , V e lik h o v  e 
S agdeev [24 ] e de fo rm a  in d e p e n d e n te  p o r D ru m m o n d  e P ines [2 5 ] . A  fo rm a ç ã o  do  p la to  na fu n ç a o  de 
d is tr ib u iç a o  de ve lo c id a d e s  dos e le tro n s  fo i re p o rta d a  e x p e r im e n ta lm e n te  em 1971, d isp o n íve l na re fe ren c ia  [2 6 ] .
8 N este  fo rm a lis m o , Hamiltonianos autoconsistentes, apenas in te ra çõ e s  o n d a -p a rtíc u la  são cons ide radas, 
n en hum a  in te ra ca o  o n d a -o n d a  ou p a rtíc u la -p a r tíc u la  e c o n te m p la d a  [2 8 , 2 9 ] .
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que a ins tab ilidade  ocorre  ao longo do m odo  de L a ng m u ir mais instave l. Essa consideracao e 
fa c ilm e n te  ve rificada  du ran te  o regim e linear, no qual, enquan to  a a m p litu d e  da onda cresce 
o fe ixe e apris ionado pelo po tenc ia l estavel da onda [3 5 , 36] .
A pos a sa tu raçao  do regim e linear, a a m p litu d e  da onda começa osc ila r e o fe ixe 
começa oscilar ju n to  ao po tenc ia l. A  p a rtir  desse m om ento , m odos com  num ero de onda 
p rox im os às da onda in ic ia l com ecam  crescer e, eventua lm en te , podem  a tin g ir  am p litudes  
com paradas ao da onda in ic ia l [3 5 , 36] . No e n ta n to , considerando que o sistem a e period ico , 
ta l que, as ondas am p lificadas apos a sa tu raçao  do regim e linear possuem num eros de ondas 
pro ib idos pela condicão de con to rno , entao, a aproxim acao para uma onda perm anece va lida , 
m esm o apos a d inam ica  a tin g ir  regim es nao lineares [3 5 , 36] .
O estudo da in te racao  onda -pa rtícu la  via d inâm ica  H a m ilto n ian a  classica na apro­
x im acao  de uma unica onda em te rm o s  de a lguns graus de liberdade, te m  se m ostrado  bastante  
fru tífe ro  ta n to  para analise de dados experim en ta is  [37] q u an to  em estudos teo ricos  por m eio 
de resultados anal Iticos [3 8 , 39] e de sim ulacães num ericas co m pu tac iona is  [40- 42 ] . R esulta­
dos o b tid o s  atraves de um tu b o  de onda progressiva (T ra v e llin g -W a v e -T u b e ), considerando 
um fe ixe de e le trons su fic ien tem en te  fra co 9, com provam  experim e n ta lm e n te  a existencia do 
dom  Inio ressonante na aprox im acao de uma unica onda, onde a s o b r e p o s to  de ressonancias 
e o p rinc ipa l m ecanism o na trans içao  para o regim e ca o tico  [43 ] , con form e descrito  em m u itos  
sistem as via d inâm ica  H a m ilton iana .
E studam os o su rg im en to  e o co m p o rta m e n to  geral do m o v im e n to  ca o tico  em baixa 
d im ensao via d inam ica  H a m ilto n ian a  classica [44 ] . Para isso, u tilizam o s  um fo rm a lism o  H am il- 
to n ia n o  que descreve a in te racao  ressonante o n d a -p a rt ícula para um plasma fr io  un id im ensiona l 
e pe riod ico  [29] . Em geral, s istem as H a m ilto n ian o s  com  dois graus de liberdade sao, in ic ia l­
m ente in tegrave is  [45 ] . No e n ta n to , o acréscim o de pertubaçães ao sistem a caracte riza  um 
espaço de fase que con tem , s im u ltaneam en te , a presença de regioes regulares e cao ticas [46] . 
Essas regiães regulares fo rm a m  barre iras e pro íbem as regioes cao ticas de preencherem  to d o  o 
espaco de fase [47] . Ja, s istem as H am ilto n ian o s  com  mais de dois graus de liberdade, regioes 
regulares não separam m ais o espaço de fase e, p o rta n to , regioes cao ticas passam a estar 
in te rconec tadas atraves da cham ada te ia  de A rn o ld  [48 ] .
Em nossas analises rev is itam os a evolucao do caso m ais fu nd a m e n ta l, no qual, 
considera-se a in te raçao  no m ode lo  de uma unica onda com  apenas uma p a rt ícula (N  =  1) [44] . 
Esse caso e co m p le ta m e n te  in tegráve l, de fo rm a  que o re tra to  de fase com preende apenas t ra ­
je tó r ia s  regulares. Iden tificam os, q u a lita tiva m e n te , a coalescencia de dois t ip o s  d ife ren tes de 
estab ilidade  na mesma abcissa de um p o n to  fixo . Esse fenom eno, denom inado  b ifu rcacao  sela-
9T a l que  e poss ível d is t in g u ir  as p a rt ícu las  ressonan tes  das nao ressonan tes
nó 10, ocorre  para um va lo r específico do m om en to  linear to ta l (P  =  3 /2 )  e d iv ide  o espaço 
de fase em três  d ife ren tes topo log ias . A lem  disso, destacam os o papel da tra je tó r ia  pela qual 
a in tens idade da onda, I , passa por zero e, ca lcu lam os o va lo r específico do m om en to  linear 
to ta l para o qual essa tra je to r ia  co incide, a ss in to ticam en te , com  a separa triz , estabelecendo, 
assim, uma b ifu rcaçao  g lobal no sistem a [44 ] .
Para o caso com  duas pa rt ículas, (N  =  2 ), nossa analise [44 ] m ostra  que a in tens i- 
ficaçao  de m ovim en tos cao ticos ocorre  ta n to  nos dom  ínios proxim os ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  
(com o  esperado) q u a n to  na regiao proxim a ao p o n to  fix o  el íp tico  (a típ ico  para sistem a onda- 
pa rtícu la ). A  trans fo rm ada  de Fourie r da a m p litu d e  do m o v im e n to  to ta l das pa rt ículas m ostra  
que a evolução nao linear do do sinal, p rox im o  ao p o n to  fixo  el íp tico , da o rigem  ao apareci­
m en to  e in tens ificaçao  de frequencias de ressonâncias que, even tua lm en te , se to rna  su fic ien te  
para o aparec im en to  de caos no regim e de energia negativa, H  <  0. P rox im o  ao p o n to  hi- 
pe rbo lico , o sistem a e fo rte m e n te  sens ível as condicões in ic ia is  (ca o tico ), com o ja  era esperado, 
pois a separa triz  para o sistem a com  N  =  2 gera um em aranhado hom ocl Inico. A  d inam ica  
cao tica  nesta regiao, ocorre  no dom  Inio de H  >  0 e, e re la tada com o: caos de se para triz  [44] .
Descrevem os a d inam ica  via m etodos q u a lita tiv o  e num erico  co m p u ta c io na l. A  des- 
cricao  q u a lita tiv a  e realizada atraves de ca lcu los anal íticos, re la tivam en te  sim ples e, fornecem  
in form acães im p o rta n te s  acerca da evo lucao do sistem a. A  p rinc ipa l van tagem  desse m etodo  
e que, em geral, os ca lcu los sao mais s im ples do que aqueles pe rtinen tes  para uma in tegracao  
anal Itica . Nessa abordagem , basicam ente de te rm inam -se  as soluçoes ass in to ticas  (os possíveis 
co m p o rta m e n to s  do sistem a q u a n to  t  ^  rc>) e as estab ilidades dessas solucães. Em co n tra ­
pa rtida , perde-se parte  das in form acoes sobre o co m p o rta m e n to  tra n s ie n te  do sis tem a, ou seja, 
sobre o co m p o rta m e n to  que o sistem a realiza antes de a tin g ir  um regim e perm anente  [49 ] .
Assim , a com p lem en tação  das analises via m e todo  num erico  co m p u ta c io na l fo i de 
grande im po rtâ n c ia  para v isua lizar o co m p o rta m e n to  tra n s ito r io  do sistem a, in tegrando-se 
num ericam en te  as equacoes de m o v im e n to  para co n ju n to s  de condições in ic ia is  específicos. A  
in tegracão  num erica das equacoes de evo lucao dos sistem as fo i realizada usando-se o in teg rado r 
s im p le tico  leap-frog , que conserva exa tam ente  a geom e tria  do sistem a e sua energia com  
bastan te  precisao para longos te m p o s de in tegracao  [50] . Para o caso nao in tegrave l, com  
duas partícu las, u tilizam o s ainda o m e todo  denom inado secao de P ó inca ré  para in te rce p ta r as 
tra je to r ia s  e p ro je ta r a d inâm ica  geral do espaco de fase em N  — 1 dimensoes [51 ] .
O estudo que rea lizam os nesta tese advem  de uma serie de tra b a lh os  desenvolvidos, 
em grande parte, pelos pesquisadores do L a bo ra to rio  de Physique des in te ra c tio n s  ion iques
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10A  b ifu rc a c a o  se la -no , ta m b e m  conhe c ida  co m o  b ifu rc a c ã o  ta n g e n te  ou b ifu rc a ç ã o  de d ob ra , e o m e ca n ism o  
bas ico  pe lo  q ua l um par de p o n to s  de e q u ilíb r io  com  e s ta b ilid a d e s  c o n tra r ia s  e c ria d o  ou d e s tru íd o  [4 9 ] .
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e t m o lócu la ires - P IIM  da Universidade de A ix -M arse ille , Franca. Em sum a, a ideia cen tra l 
deste tese estabeleceu-se enquan to  estive tra b a lh a n d o  sob o rien tacao  do P ro f. Yves Elskens 
no L a bo ra to rio  P IIM , no período de m arco de 2019 a fevere iro  de 2020. A  o p o rtun id a d e  desse 
in te rca m b io  fo i graças ao fin a n c ia m e n to  pelo p ro je to  C A P E S /C O F E C U B  (C o m ite  Frances de 
A va liacão  da C ooperacao U n ive rs ita ria  Com  o B ras il) sob coordenacao do P ro f. Iberê Luiz 
Caldas do G rupo C o n tro le  de Oscilacães da Universidade de Sao Paulo- SP.
O te x to  desta tese esta organizada da seguinte  fo rm a : no cap ítu lo  2 revisam os os 
conce itos fu nd a m e n ta is  de sistem as H am ilton ianos , concen trando  nossa discussao a p a rtir  da 
trans icao  de fo rm a lism o  Lagrange para o de H a m ilto n . N o cap ítu lo  3 d irec ionam os a des- 
cricao  fu nd a m e n ta l da in te racao  ressonante o nda -pa rtícu la  em física de plasma via d inam ica  
H a m ilto n ian a  classica. A  apresentacão do fo rm a lism o  H a m ilto n ia n o  au toco n s is te n te  que u t i­
lizam os nesta tese, bem com o o m odelo  de aproxim acao para uma unica onda, são descritos 
no cap ítu lo  4 . Os cap ítu los 5 e 6 destinam -se a e x p o s to  das analises para os casos com  uma 
e duas partícu las, respectivam ente . Por fim , no cap ítu lo  7 apresentam os as conclusoes e as 
perspectivas de fu tu ro s  traba lhos.
C A P ÍT U L O  2 -  D in â m ic a  d e  s is te m a s  H a m ilto n ia n o s
30
Os sistem as H am ilto n ian o s  co n s titu e m  uma im p o rta n te  subclasse de sistem as 
d inam icos conservativos, com  am pla  ap licab ilidade  em diversas areas da física. Em resumo,
0 fo rm a lism o  H a m ilto n ia n o  fornece um m e todo  e fic ien te  e flexíve l na descriçao de questoes 
fu nd a m e n ta is  da m ecanica classica alem  de serv ir de fu n d a m e n to  para a m ecânica quan tica  e 
a m ecânica es ta t ística. Nas proxim as secães, ao longo deste cap ítu lo , revis ita rem os as p rin c i­
pais propriedades dos sistem as H am ilton ianos , e ta m b e m  os conce itos basicos re lacionados a 
em ergencia de tra je to r ia s  cao ticas no espaco de fase destes sistem as. Para isso, vam os cen tra r 
nossa discussao a p a rtir  da trans icao  do fo rm a lism o  de Lagrange para o de H a m ilto n . Essa 
abordagem  busca fa m ilia r iza r o le ito r com  as p rinc ipa is  te rm in o lo g ia s  e conce itos basicos, que 
sera de fu nd a m e n ta l im po rta n c ia  para a com preensao das analises dos sistem as que estudam os 
na presente tese via d inam ica  H a m ilto n ian a  classica nos cap ítu los 5 e 6 . A  e laboracao deste 
cap ítu lo  fo i fundam en tada  u tiliza n d o  com o base p rinc ipa l as referencias [4 5 , 52- 54] e dem ais 
c itadas ao longo do cap ítu lo .
2.1 M om en tos  canonicos e Equaçães de H a m ilto n
Na fo rm u la ca o  Lagrangiana, as equacoes que governam  o m o v im e n to  de um sis­
tem a com  n graus de liberdade sao co n s titu  idas por um co n ju n to  de n equacoes d ife re n c i­
ais o rd inarias, de segunda ordem  no te m p o , para as q; ( t )  coordenadas generalizadas, com
1 =  1 , . . . ,  n. Assim , o m o v im e n to  do sistem a e un ivocam ente  d e te rm inado  especificando-se 
as 2n condições in ic ia is, num  ins tan te  in ic ia l t0, a saber, to d o s  os valores de q; e q ; . Geo­
m e tricam en te , esse m o v im e n to  pode ser representado por uma curva tracada  no espaco de 
con figuracão , cu jas coordenadas sao q1, .. . ,  qn.
Em co n tra p a rtid a , a d inâm ica  H a m ilto n ian a  consiste  em s u b s titu ir  as n equacoes 
de Lagrange por um ce rto  co n ju n to  equ iva len te  de 2n equacães d ife renc ia is  o rd ina rias  de 
prim e ira  o rdem  no te m p o  para 2n variave is independentes. Nesta fo rm u lacao , o m o v im e n to  
pode ser, geom e tricam en te , representado por uma curva no espaço de fase 1, cu jas coordenadas 
sao as variave is independentes. A  d iferenca fu nd a m e n ta l do espaco de fase e do espaco de 
con figuracao , reside no fa to  de que, um  p o n to  no espaco de con figuração  define apenas a 
con figuracao  (posiçoes) do sistem a em um ce rto  ins tan te  de te m p o , enquan to  que, no espaco 
de fase um p o n to  de te rm ina  o estado do sistem a, ou seja, sua con figu racao  (pos icao ) e a taxa  
de variacao te m p o ra l desta con figu racão  (ve loc idade) em um d e te rm inado  instan te .
Vale  ressaltar que, p ron tam ente , as equacoes de Lagrange podem  ser su b s titu  idas por
1A  d im en sã o  do  espaco de fase e igu a l ao n u m e ro  de equacoes d ife re n c ia is  de p rim e ira  o rdem  necessarias 
para descreve r o s is tem a , que  e ig u a l ao de va ria ve is  d e p en de n te s  (o u  va riave is  de e s ta d o ). P or e xe m p lo , um 
p la no  e o espaco de fases para um s is tem a  fo rm a d o  p or duas equacoes de p rim e ira  o rdem  [4 9 ] .
uma sistem a equ iva len te  de p rim eira  ordem , com  um num ero de equacoes dup licado , d e fin indo  
as variave is s; =  q; com  i  =  1 , . . . ,  n e considerando q; e s; com o 2n variave is independentes. 
No e n ta n to , as equacoes de m o v im e n to  o b tida s  a p a rtir  de ta l consideracao nao sao uteis, 
uma vez que envolvem  q; e s; de fo rm a  assim etrica.
Em 1835, H a m ilto n , m ostrou  que a dup licaçao  s im e trica  do num ero de variaveis 
independentes e o b tid a  devido a descricao da d inam ica  por m eio de 2n quan tidades (q ; , p ;) 
onde p i e d e fin ido  com o o m o m e n to  canôn ico  con jugado  a q; , escrito  da seguin te  fo rm a
p; =  d L , i  = 1 , . . . , n, (2 .1)dq ;
onde o teorem a da funcao  im pl íc ita  [55 ] garante  que as Eqs. (2 .1 ) podem  ser resolvidas para 
as ve locidades generalizadas, desde que a m a triz  hessiana W  =  ( W j ) com  e lem entos
d 2L
W j =  7^ ,  ( 2 .2)j  % %
seja não-s ingular, ou seja d e tW  =  0.
Por consegu in te , a descricao H a m ilto n ian a  advem  da s u b s t i t u t o  das variave is (q , q) 
por (q ,p )  para todas  as grandezas mecanicas, e a de fin içao  de uma funcao  H ( q ,p , t )  em 
d e tr im e n to  a Lagrangiana L (q ,q , t )  para descrever a d inam ica . A  s u b s t i t u t o  das velocidades 
genera lizadas pelos m om entos canonicos a in tro d u cã o  da funcao  de H a m ilto n  (H a m ilto n ia n a  
H ( q ,p , t ) )  e realizada m ed ian te  uma tra n s fo rm a ça o  de Legendre e, en tao  a função  H a m ilto n ian a  
e dada por
n
H ( q ,p , t ) =  È q;p ; -  L (q ,q , t ) . (2 3)
;= i
No segundo m em bro da equacao acim a, presume-se as ve locidades sao dadas na fo rm a q; =  
f; (q ,p , t ) ,  devido  a resoluçao das n equaçães para as n ve locidades genera lizadas em ( 2 .1) .
T om ando  a d ife renc ia l de Eq. (2 .3 ) podem os observar as p rinc ipa is  ca racte r ísticas de­
v ido  a in tro d u ca o  da funcao  H a m ilto n ian a  H ( q ,p , t ) na descricao dos sistem as, com o resu ltado 
ob tem os que
d H  =  È (q ; dp; +  p ; ^  -  { q; +  +  j f t d t ^ , ( 2 4 )
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onde em v ir tu d e  da d e f i n t o  dos m om entos canonicos em (2 .1 ) e das equacoes de Lagrange
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podem os, reescrever a equação acim a com o
n d  L
d H  =  ^ 2 (q i dP i -  Pi d q i ) -  d t d t . ( 2 5 )
i= i
O resu ltado o b tid o  em (2 .5 ) evidencia que, de fa to , a funçao  H a m ilto n ian a  H  so depende das 
variave is qi e p i . Por o u tro  lado, tem os ta m b e m  que
d H  , d H  , , d H  , , n r .
d H  =  B g j . dq i +  ^ d p i) -  - ( t d t • (2 6)
ta l que, com parando as Equacães (2 .5 ) e (2 .6 ) resu ltam os em
d H  . 8  H
qi =  ã - ,  Pi =  - ^ “ , 1 =  1- . . n . (2 7)d  p i d  qi
As Equacoes (2 .7 ) sao cham adas de Equacôes de H a m ilto n  ou Equações canônicas de H a m il­
ton, e consistem  num  co n ju n to  de 2n equacoes d ife renc ia is  de p rim e ira  ordem  correspondente  
ao sistem a de n equaçoes de segunda ordem  de Lagrange.
C om o sub pro du to , tem os ta m b e m  que
d H  d  L
d  t  d  t '  (Z 8 )
A  Equacao (2 .8 ) nao se tra ta , s im p lesm ente  de uma equaçao de m ov im en to , mas sim  de uma 
im p o rta n te  relaçao en tre  as dependencias te m pora is  e xp lic ita s  da Lagrangiana e da H a m ilto - 
niana.
Na fo rm u la ca o  H a m ilto n ian a  as quantidades (q,-, p,-) sao cham adas de variaveis  
canônicas  e o espaco cartesiano de 2n dimensoes onde os pontos sao representados pelas 
2n -up las  (q,,p,-) =  (q 1, . . . ,  qn, p 1, . . . ,  p n) e denom inado: espaco de fase. Um p o n to  no espaço 
de fase define o estado do sistem a, ou seja, fornece as in form acoes sobre as posicoes e ve lo ­
cidades em um dado ins tan te  no te m p o . No presente c o n te x to  a palavra “ canôn ica ” e usada 
no sen tido  de “ padrao” .
O teorem a da existencia  e un ic idade assegura que a de te rm inacao  do estado do 
sistem a em um dado ins tan te  t0, define uma so lucao unica de ( q ( t ), p ( t ) )  para as Equaçães 
de H a m ilto n . Assim , em cada p o n to  do espaco de fase passa apenas uma unica tra je to r ia  
d inam ica  ( q ( t ), p ( t ) ) ,  e duas tra je to ria s  d inam icas d ife ren tes nunca se cruzam .
O u tra  questão im p o rta n te  a ser destacada no fo rm a lism o  de H a m ilto n  é que, ao 
co n trá rio  do da fo rm u la ca o  Lagrangiana, na qual e va lida  a conexao q,- =  dq ,• / d t , na fo rm u lacao
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H a m ilto n ian a  nao existe nenhum  v íncu lo  a p r io r i en tre  as variáve is canônicas, isto  é, os q ,• e 
Pi são co m p le ta m e n te  independentes en tre  si.
E xc lu indo  os casos nos quais a H a m ilto n ian a  pode ser escrita  d ire tam en te , a cons- 
tru ca o  das equações de m o v im e n to  de H a m ilto n  pode ser o b tid a  considerando os seguin­
tes passos: escolhidas as coordenadas generalizadas, constro i-se  a Lagrangiana L (q ,q , t ) ;  as 
Equaçães (2 .1 ) sao resolvidas para as ve locidades q ,• com o funcães de ( q ,p , t ); su b s titu in d o  
os q; do passo a n te rio r em (2 .3 ) ob tem -se  a H a m ilto n ian a  H ( q ,p , t ) por construcao, e, uma 
vez o b tid a  H (q ,p , t ) ,  as Equaçoes de m o v im e n to  do sistem a podem  ser ca lcu ladas a p a rtir  
de (2 .7 ) .
2.2 H a m ilto n ian a  e Energia to ta l
Em geral, a Lagrangiana de um sistem a e dada por
L =  T  -  V  , (2 .9 )
onde T  e V  correspondem  as energias c ine tica  e po tenc ia l do sistem a. Assim , se a energia 
c ine tica  T  e uma funcao  pu ram ente  quad ra tica  das ve locidades e o po tenc ia l nao depende das 
velocidades, entao, pelo teorem a de Euler das funcoes homogeneas, tem os que
”  q , j L - = Ê q l I = 2 T , ( 2 .10)
e, consequentem ente,
H  =  T  +  V  =  E , (2 .1 1 )
a H a m ilto n ia n a  e ig u a l a energia to ta l do sis tem a  escrita  em funcão  das coordenadas e dos 
m om entos canon icam ente  con jugado.
Na m aioria  dos casos de interesse fís ico  as consideraçoes fe ita s  acim a se cum prem , de 
fo rm a  que a H a m ilto n ian a  possui um s ign ificado  fís ico  ex trem am en te  im p o rta n te , uma vez que 
ela representa a energia to ta l do sistem a em diversas s ituacoes relevantes. A lem  disso, essas 
consideraçoes sao apenas sufic ien tes, sendo possível que elas não sejam  sa tis fe itas  e, ainda 
assim, H  co inc ida com  a energia to ta l, com o o que ocorre , por exem plo, na d inâm ica  de uma 
partícu la  num  cam po e le tro m a g n e tico  exte rno  com  E e B  esta ticos.
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2.3 S im etrias  e Leis de conservação
Em sum a, a conexão entre  s im e trias  e leis de conservação, jã  estabelecida no fo rm a ­
lism o Lagrangiano, pode ser o b tid a  no fo rm a lism o  H a m ilto n ian o . Realizando a lgum as m an i­
p u la te s  a p a rtir  das Equacoes de H a m ilto n ,
d H  . d H  \  d H
~g~qi +  Pi +d  q i d  p i I d  t
d H d H  d H ô h \  d H
d  q i d  p i d  p i d  q i J  +  d t  ’
(2 .12)
o b tem os um resu ltado sim ples, mas de extrem a im po rta n c ia  para os sistem as H am ilton ianos, 
enunciado atraves de um Teorem a: se a H a m ilto n ian a  do sistem a nao depende exp lic ita m en te  
do te m p o , ta l que
entao, H  e constan te  de m ov im en to .
E im p o rta n te  no ta r que, assim com o em (2 .8) , H  depende e xp lic ita m en te  do te m p o  
apenas se o mesm o acontece com  L . Assim , o teorem a que enuncia H  com o constan te  de 
m o v im e n to  para sistem as independentes, de fa to , estabelece a propria Lei da conservacão da 
energia to ta l na grande m aioria  dos casos.
Em casos particu la res, no en ta n to , pode acontecer de H  se conservar, mas nao corres­
ponder a energia to ta l ou o co n tra rio , H  representar a energia to ta l,  mas nao ser conservado. 
Pode acontecer ainda de H  ser a energia to ta l e não se conservar, devido a uma dependencia 
te m p o ra l e xp lic ita  [56] .
N o que se refere a escolha de coordenadas existe uma im p o rta n te  d is tincão  de com ­
p o rta m e n to  en tre  a abordagem  Lagrangiana e a H a m ilto n ian a . A  fo rm a  fu nc io na l de uma 
Lagrangiana pode ser a lte rada  para d ife ren tes escolhas de coordenadas generalizadas, no en­
ta n to , seu va lo r perm anece o mesmo. Por o u tro  lado, na H a m ilto n ian a  ta n to  a fo rm a  func iona l 
quando o va lo r de H  depende do co n ju n to  de coordenadas genera lizadas ado tado . Isso s ign ifica  
que, pode acontecer de a quan tidade  representada por H  ser conservada em um  sistem a de 
coordenadas e, em o u tro  va ria r com  o te m p o , por exem plo.
"  _  ç (
*  _  ç (
d H  _  d  H  
d t  d  t ,
2.4 T ransform acoes canônicas e Funcães geradoras
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E de conhec im en to  que no fo rm a lism o  Lagrang iano as Equacães de m o v im e n to  sao 
invarian tes sob trans fo rm açao  geral de coordenadas, ou seja, sua fo rm a independe da escolha 
das coordenadas generalizadas. A o  co n tra rio , no fo rm a lism o  H a m ilto n ia n o  as coordenadas e 
m om entos são variave is dependentes, poss ib ilitando , entao, considerar m udancas de variaveis 
no espaco de fase, ta l que as Equacoes de H a m ilto n  sejam  preservadas. Esse im p o rta n te  fa to r, 
am p lia  substanc ia lm en te  a gam a de transfo rm acoes aceitaveis, o que poss ib ilita  enorm em ente , 
escolhas ju d ic iosas  das variave is canonicas que s im p lifiq u e m  a H a m ilto n ian a  e, consequente­
m ente, fa c ilite m  a resolucao das equacoes de m ov im en to .
Exclusivam ente , uma tra n s fo rm a ca o  de variave is no espaco de fase e de interesse, 
un icam ente  se ela preserva a fo rm a  canonica das Equacoes de m ov im en to . Isso s ign ifica  que, 
para as variave is canonicas (q ,p ) ,  a H a m ilto n ian a  H ( q ,p , t )  e as Equacães de m o v im e n to
d H  . 8  H
qi =  ^ — , p i =  —^ , 1 =  ^ . . .  n, ( 2 1 4 )d p , d  qi
a tra n s fo rm a cã o  invers ível
Qi =  Q i( q ,p , t ), Pi =  P i(q ,p , t ) ,  i  =  1 , . . . ,  n, (2 .1 5 )
e de interesse desde que seja possível o b te r uma funcao  K ( Q , P , t ), de m odo que as Equaçoes 
de m o v im e n to  para as novas variave is sejam  da fo rm a H a m ilto n ian a
Q  i =  £  *  =  —! •  '  =  - " .  ( 2 1 6 )
E im p o rta n te  ressaltar que as Equacoes de m o v im e n to  nas novas variaveis, necessariamente, de­
vem  te r  a fo rm a  H a m ilto n ian a , independentem ente , da função  H a m ilto n ian a  o rig ina l H ( q ,p , t ).
A  va lidade síncrona das Equacoes de m o v im e n to  (2 .1 4 ) e (2 .1 6 ) im p lica  na va lidade 
s im u ltânea  dos p rincíp ios variac iona is
/ ?2 n{ ^  p iq i — H  ( q ,p , t  ̂  d t  =  0, (2 1 7 )
1 i= i
r  t-2 n
5 {  S  P i Q i — K  (Q  ,P  , t ) }  d t  =  0 . (2 .1 8 )
J t i i= i
e
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As va lidade das Equações (2 .1 7 ) e (2 .1 8 ) é sa tis fe ita  se os respectivos in tegrandos 
dessa equaçoes d if ira m  pela derivada to ta l em relacao ao te m p o  de uma funcao  $ ( q ,p , t ) ,  uma 
vez que
pois ô q i ( t i )  =  8q i ( t 2) =  0 e ôp i ( t i )  =  ô p i ( t 2) =  0. Dessa fo rm a , a tra n s fo rm a ça o  (2 .1 5 ) 
preserva a fo rm a  H a m ilto n ian a  das Equaçoes de m o v im e n to  se
serve para re tra ta r uma tra n s fo rm a çã o  canônica. Assim , por de fin ição, que a trans fo rm ação  
inversível de (2 .1 5 ) e denom inada canônica se, e som ente  se, ex istem  funções K ( Q , P , t )  e 
$ ( q ,p , t )  ta is  que a Equacõo (2 .2 1 ) seja sa tis fe ita .
Observe que a fo rm a  de (2 .21) sugere t ra ta r  $  com o uma funcao  das an tigas e novas 
coordenadas. Ou seja, considerem os, por exem plo, que as n p rim e iras Equações (2 .1 5 ) possam 
ser resolvidas para os n p ; em te rm o s de Q (q ,Q , t ) .  Entõo, neste caso, as n ú ltim as  em (2 .1 5 ) 
p e rm ite m  escrever os m om entos trans fo rm ados  em te rm o s de (q ,Q , t ) .  Isso s ign ifica  que, 
podem os considerar ( q ,Q ) com o um c o n ju n to  de 2n variave is independentes. Nesse sentido, 
de fin ind o  a função  geradora  F t ( q ,Q , t ) com o
^  =  ^ ( q ( t 2) , p ( t 2) )  -  ô $ ( q ( t i ) , p ( t i ) )  =  0 , 
d t
(2 .1 9 )
(2 .20)
i= i i = i




F i ( q ,Q  , t )  =  ^ ( q ,p ( q , Q  ̂ , (2 .22)
e considerando a Equacao (2 .21) da tra n s fo rm a ca o  canônica, ob tem os que
(2 .2 3 )
alem  disso,
K  (Q  ,P  , t  ) =  H  (q ,p , t  ) +  . (2 .2 4 )
Nesse m om en to  a tenham os-nos ao fa to  de que, em conhec im en to  da funcao  geradora 
F i (q ,Q , t ) ,  uma trans fo rm açao  canonica fica a u to m a tica m e n te  de fin ida  pelas Equações (2 .2 3 ) ,
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com  a H a m ilto n ian a  trans fo rm ada  fo rnecida por (2 .2 4 ) . Observe ainda que, ao in ve rte r as n 
p rim eiras Equaçoes em (2 .2 3 ) encon tram os Q; =  Q ; (q ,p , t ) .  Por consegu in te , inserindo este 
resu ltado  no lado d ire ito  das n u ltim a s  Equacães em (2 .2 3 ) ob tem os P ; =  P ; (q ,p , t ) ,  e a
As funçães geradoras ta m b e m  podem  ser do t ip o  híbridas com o, por exem plo, para 
um sistem a com  dois graus de liberdade, G ( q i,  Q i,q 2,P 2) onde os dois p rim eiros t ip o s  são 
m isturados. De qua lquer fo rm a, as funcoes nas variave is an tigas e novas in te rco n ec ta m  as 
variave is an tigas e novas estabelecendo uma tra n s fo rm a ça o  canonica. A  escolha de uma funcão  
geradora define, a u to m a tica m e n te , uma trans fo rm acão  canônica, no e n ta n to , não e possível 
saber, a p rincíp io , se a trans fo rm ação  s im p lifica ra  a H a m ilto n ian a  para um  d e te rm inado  sistem a 
fís ico. Em co n tra p a rtid a , a s im ples existencia da a lgum a função  geradora estabelece um c rite r io  
fu nd a m e n ta l para q u a lifica r se uma m udança de variave is no espaco de fase e canonica.
2.5 C onstantes de m o v im e n to  e Teorem a de Poisson
A n tes  de in ic ia r a discussao sobre as constan tes  de m o v im e n to  na d inam ica  Ha­
m ilto n ia n a  vam os p rim e iram en te , d iscorrer sobre os cham ados, parônteses (o u  co lche tes) de 
Poisson, cu ja  de fin içao  e p rim ord ia l na id e n tificacao  de transfo rm açoes canônicas e constan tes 
de m ov im en to , assim com o, do Teorema de Poisson  p ropriam en te  d ito .
Por de fin icao, os co lchetes de Poisson de duas variave is d inam icas a rb itra ria s  F  e G 
e escrito  com o
de m odo  que se considerarm os F ( q ,p , t ) com o uma funcao  qua lquer das variave is canonicas e 
do te m p o  e, u tiliz a n d o  as Equacoes de H a m ilto n
m udança de variave is no espaço de fase (q ,p )  — > ( Q ,P ) e canonica por construcao.
(2 .2 5 )
ob tem os que
(2 .2 7 )
Dessa fo rm a, se considerar p rim e iram en te  F  =  q; e em seguida F  =  p ; , ob tem -se  as
Equacoes de H a m ilto n  em te rm o s  dos co lchetes de Poisson, ou seja,
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q; =  { q i , H }  p; =  { p ; , H } , (2 .2 8 )
uma vez que F  nao apresenta dependencia te m p o ra l exp líc ita  independentem ente  da escolha.
Para as analises teoricas uma das p rinc ipa is van tagens de se escrever a equacao de 
m o v im e n to  de uma variave l d inam ica  a rb itra ria  na fo rm a  (2 .2 7 ) reside em uma im p o rta n te  
propriedade dos co lchetes de Poisson: de ser inva rian te  sob transfo rm acães canonicas, ou seja,
co n ju n to  de variave is canonicas esco lh ido para descrever a d inâm ica.
O u tro  fa to r  im p o rta n te  re lacionado aos co lchetes de Poisson reside no papel fu n d a ­
m en ta l que desem penham  na trans icao  da teoria  classica para a teoria  q uan tica . No en ta n to , 
este assunto nao sera abordado na presente discussao, pois foge ao escopo da p roposta  desta 
tese.
A gora, para a b rir as discussao sobre as constan tes de m ov im en to , to m e  com o ve rdade2 
que a variaçao in fin ite s im a l de uma variavel d inam ica  generica u (q ,p , t )  e de fin ida  com o
A gora considerem os que u =  H  e que G e uma funcao  que não dependa exp lic ita m en te
{ F  ,G  } z =  { F  ,G  } c , (2 .2 9 )
se a tra n s fo rm a ça o  z — > Z e canonica. Em resumo, a Equaçao (2 .2 7 ) nao depende do
Su =  u (q  +  Sq, p  +  Sp, t ) — u ( q ,p , t ), (2 .3 0 )
de m odo  que o resu ltado de uma tra n s fo rm a ca o  canonica in fin ite s im a l
(2 .3 1 )
p e rm ite  escrever
Su =  e {u , G } . (2 .3 2 )
do te m p o . Dessa fo rm a , por in te rm e d io  de (2 .2 7 ) tem os que a Equacao (2 .3 2 ) to rna-se
SH  =  e {H  ,G }  =  — e — .
d t
(2 .3 3 )
2 Para um a d iscussão  m a is  p ro fu n d a  c o n su lte  a re fe ren c ia . [5 4 ] .
A  Equaçao (2 .3 3 ) infere um im p o rta n te  resu ltado, o qual define que: se H  e invarian te  
sob uma tra n s fo rm a ca o  canonica in fin ite s im a l, ou seja, 5 H  =  0 , entõo, sua funçao  geradora 
e uma constan te  de m ov im en to . De m odo  recíproco, cada cons tan te  de m o v im e n to  gera uma 
tra n s fo rm a ca o  canonica in fin ite s im a l que deixa H  invarian te .
O u tra  propriedade de interesse acerca das constan tes de m o v im e n to  e enunciada por 
m eio do Teorem a de Poisson, o qual re ite ra  que: os co lchetes de Poisson de duas constan tes de 
m o v im e n to  e ta m b e m  uma cons tan te  de m ov im en to . Em a lguns casos, e possível ta m b e m  gerar 
novas constan tes de m o v im e n to  a p a rtir  dos co lchetes de Poisson de constan tes de m o v im e n to  
conhecidas. No e n ta n to , na m aioria  das vezes, estes co lchetes de Poisson sõo iden ticam en te  
constan tes ou funções das constan tes de m o v im e n to  p reviam ente  conhecidas.
2.6 Variave is de A çao e A n gu lo
Os sistem as periód icos sao de grande im po rtâ n c ia  em p ra ticam en te  to da s  a areas da 
física. Em geral, as frequencias de ta is  sistem as sao o b tida s  a p a rtir  do m e todo  de H a m ilto n - 
Jacob i. Esse m e todo  consiste em d e fin ir variave is de ação  e a n gu lo  e, p o rta n to , nao requer a 
so luçao de ta lhada das equacoes de m ov im en to . Porem, antes de d e fin ir as variave is de acao 
e angulo , e d id a tica m e n te  apropriado, conhecerm os a classe de prob lem as tra ta ve is  por seu 
in te rm ed io .
2 .6.1 S istem as m u ltipe riod icos
Por de fin icao  um sistem a se p a rá ve l3 e d ito  m u ltipe riO d iço  se a pro jeçao do m o v im e n to  
sobre cada p lano (q i ,p i ) se encaixa em uma das seguintes situacoes:
( i)  quando a curva p i =  p i (q i ,a )  e fechada, ta l que, q i oscila entre  dois lim ite s  defin idos, 
por exem plo q i =  ai e q i =  b i , con form e exem plifica  a F igura 2 .1 (a ) ;
( i i)  ou se p i e uma funçao  period ica  de q i , con fo rm e exem p lificado  na F igura 2 .1( b ) . E 
im p o rta n te  ressaltar que qi nao esta cond ic ionada a ser uma funcao  period ica  do 
tem po .
3 U m  s is te m a  cu ja  H a m ilto n ia n a  nao depen de  e x p lic ita m e n te  do te m p o  e d ito  separáve l se, para a lgum  
c o n ju n to  de coo rd en ad as  g en e ra lizad as  ( q i , . . . ,  q n), e x is te  um a in te g ra l c o m p le ta  da E quacão  de H a m ilto n -  
Jaco b i in d e p e n d e n te  do te m p o  da fo rm a
W ( q i ------- qn, a i -------- « n ) =  W i ( q i ,  a i -------« n )  +----------- + Wn(qn , a i --------- « n ). (2 .3 4 )
N o  caso de um s is tem a  separave l, te m o s
d S  dW i . .  . , „ o r ,
Pi =  -K—  =  =  fi(q i , a i ,  ... , a „ ) .  (2 .3 5 )
dqi dqi




(a ) (b )
F IG U R A  2.1  -  M o v im e n to s  de (a ) lib ra çã o  e (b )  ro ta ç ã o  no espaço de fase (q ,,p ,-). F ig u ra  p ro v e n ie n te  da
O caso ( i)  é tra d ic io n a lm e n te  cham ado de lib ração  4 e, pode ser v isua lizado, por 
exem plo, na d inam ica  de um oscilador un id im ensiona l [57] . O  caso ( i i)  e cham ado de ro tação, 
pois ocorre , p rinc ipa lm ente , quando q, e uma coordenada cíclica com o no exem plo  de um 
corpo  ríg ido  g irando  liv rem en te  em to rn o  de um eixo fixo , com  angu lo  de ro tacao  q , de fo rm a 
que a cada vo lta  com p le ta  q  varia de 2n  e o estado do sistem a se repete.
Pode acontecer tam bem  de um sistem a apresentar ta n to  o m o v im e n to  de lib raçao 
q u a n to  de ro tacao, dependendo do va lo r da energia, com o e o caso, por exem plo, do pendulo 
sim ples. A  equaçao que rege a d inam ica  de um pendulo sim ples de massa m  suspenso por uma 
haste ríg ida de co m p rim e n to  l  e massa desprezível e dada por
onde o nível zero do po tenc ia l g ra v ita c io n a l co inc ide  com  o p lano ho rizon ta l que con tem  o 
p o n to  de suspensao do pendulo.
A  p a rtir  da Equaçao (2 .3 6 ) , observe que se E  <  m g l, en tao  — 0o <  0 <  0o sendo 
#o =  —E / m g l . Isso s ign ifica  que o pendulo oscila p e riod icam en te  en tre  —00 e 00, ou seja, 
executa um m o v im e n to  de libracao. No espaco de fase esse m o v im e n to  corresponde a uma
curva fechada, con fo rm e representado pelas curvas verdes na F igura 2 .2 .
Q uando E  >  m g l, en tao  0 pode assum ir qua lquer va lor, ta l que o pendulo perm anece 
g irando  in de fin idam en te  em to rn o  do p o n to  de suspensao. Cada vez que o angu lo  0 varia 
de 2n  o m o v im e n to  se repete, ca rac te rizando  uma ro tação. Na Figura 2.2 esse m o v im e n to  e 
representado pelas curvas verm elhas.
4 Esse te rm o  é g e n u in a m e n te  e m p reg ad o  em  a s tro n o m ia , onde  descreve  a o sc ila çã o  ro ta c io n a l de q u a lq u e r
o b je to  p la n e ta r io , a te  e n c o n tra r  sua pos iça o  de e q u ilíb r io .
re fe renc ia  [54 ] .
(2 .3 6 )
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O caso com  E  =  m g l corresponde a uma s ituação  lim ite  instavel do pendulo, pois 
9 =  n . Isso s ign ifica  que a energia c ine tica  reduz-se a zero e, entao, o pendulo poderia  per­
m anecer nessa posicão inde fin idam en te  na ausencia de qua lquer pe rtu rbaçao . A  curva azul, 
da F igura 2 .2 , que separa os casos de lib racao e ro tacao, e cham ada de separa triz . A  sepa- 
ra tr iz  sempre passa, a ss in to ticam en te , a um p o n to  de equ ilíb rio  instave l. O m o v im e n to  nas 
proxim idades da separa triz , em geral, apresenta fo rte  sensib ilidade as condições in icia is, pois 
os pontos em qua lquer lado da separa triz  podem  apresentar tra je to r ia s  com  co m p o rta m e n to s  
bastan te  d iferentes.
P i)
0
F IG U R A  2 .2  -  R ep rese n ta ção  e sq u e m á tica  do  m o v im e n to  de um p e n d u lo  s im p le s  no espaco (Q, pg). A s  cu rva s  
verdes re presen tam  um  m o v im e n to  de lib ra ca o , as cu rva s  ve rm e lh a s  rep resen tam  um  m o v im e n to  
de ro ta c a o  e a cu rva  azu l co rre sp o n de  a s e p a ra tr iz  do  s is te m a , que  separa os casos de lib ra ca o  
e ro ta ca o . F ig u ra  p ro ve n ie n te  da re fe ren c ia  [5 8 ] .
Para os sistem as m u ltipe riod icos , o ca lcu lo  das frequencias associadas ao m o v im e n to  
podem  ser realizados atraves das cham adas variáveis de ação e de angulo, que vam os descrever 
na proxim a subseçao. Essa tecn ica  fa c ilita  bastan te  a analise de sistem a, sobre tudo , quando a 
descricão das frequencias dos varios m ov im en tos e m ais in teressante do que o de ta lh a m e n to  
do co m p o rta m e n to  d inam ico .
2 .6.2 Variave is A ca o -A ng u lo
Um  sistem a separavel m u ltip e rio d ico  com  n graus de liberdade, as variaveis de ação  
sao de fin idas com o
J i = 2 n /  p , d q i, i  = 1 , . . . ,  n, (2  37)
onde, dependendo do caso, as in tegra is  estendem -se por um período de lib racao ou de ro taçao. 
Assim , geom e tricam en te , 2 n J i corresponde a area hachurada ilustrada  nas F iguras 2 .1 (a ) e 
2 .1( b ) .
R e to rnando a Equacão (2 .3 5 ) , observe que os J, sao funcões de a 1, . . . ,  a n ou, inver­
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sam ente,
a ,  =  a ,  ( J l ......... Jn ). (2 .3 8 )
S u b s titu in d o  (2 .3 8 ) na in tegra l com p le ta  da Equacao de H a m ilto n -Ja co b i independente  do 
te m p o  (2 .3 4 ) , ob tem os que
W ( q i ......... qn , J i ........ Jn ), (2 .3 9 )
de fo rm a que, agora, as con tan tes  J i e que sao iden tificadas  com  com  os novos m om entos 
P i . Assim , considerando a tra n s fo rm a çã o  canonica gerada por W ( q ,J ), tem os que a nova 
H a m ilto n ian a  e dada por
K  =  H  =  a i  ( J l  J n) =  H  ( J .........Jn), (2 .4 0 )
ta l que, a nova H a m ilto n ian a  K  é essencia lm ente a H a m ilto n ian a  o rig in a l H  expressa em função  
das variave is de açao.
Por consegu in te , as variave is canônicas con jugadas aos J , , denom inadas, variáveis  
angulares, p-,, sao de fin idas com o
d  W
p  =  J  • ( 2 4 1 )
As Equações de m o v im e n to  das variave is angulares p  ,-, se escrevem com o
d  K  d H
p i  =  j  =  J = p , ( 2 4 2 )
cu ja  so lucao im ed ia ta  e
p  i =  p  ,(0 ) +  U j t . (2 .4 3 )
Observe que os p  sao constantes, pois som ente  dependem  das constan tes J ,•. O s ign ificado
fís ico  dos p  possui no to ria  im po rtâ n c ia  na descriçao dos sistem as H a m ilto n ian o s  e, sera,
p o rta n to , e luc idado  na próxim a subseçao.
2 .6 .3  Frequencias fu ndam en ta is
Para um sistem a pe riód ico  com  período t , é evidente  que a pro jeção do m o v im e n to  
sobre cada plano de fase ta m b e m  e period ica  e, p o rta n to , as razoes das frequencias correspon­
dentes sao nUmeros racionais. Isso s ign ifica  que, apos um te m p o  t  cada grau de liberdade do
sistem a te ra  executado um num ero in te iro  de vo lta s  com ple tas. E im p o rta n te  destacar tam bem  
que, com o os J ,• são constantes, então, a m udanca correspondente  em cada variave l angu la r e 
devido  a variacao das coordenadas qk . Dessa fo rm a, u tiliza n d o  a Equaçao (2 .4 1 ) e inve rtendo  
a ordem  da d ife renciacao, tem os que para um período do m o v im e n to  no espaco de fase
A .  =  / Ç  g  dq k ,
/ v -  d 2 W  ,
A p i  =  /  Ç  ^ d q k ,
d  d  W  ,
A ^  =  j f  Y  d q k dqk • ( 2 4 4 )
A gora, u tiliz a n d o  (2 .3 4 ) e (2 .3 5 ) , podem os reescrever (2 .4 4 ) com o
A ^  ^  Wk ri
^  =  ã j f / Ç  ã q T d q k ,
A V i =  J /  Y  Pkdq k • (2 45 )
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Assim , se d e fin irm os nk com o o num ero de vo lta s  com ple tas realizadas pela coorde­
nada qk em um período t , entao,
A<p-, =  J  j )  ^  nk2 n J k ,
A ^ ,-  =  2 n n i . (2 .4 6 )
Ou seja, cada variavel ̂ i cresce de um m u ltip lo  in te iro  de 2 n  em um período do m ov im en to ,
isso, p o rta n to , ju s tif ic a  considera-la  um angu lo . No e n ta n to  se,
t  =  n iT i , (2 .4 7 )
onde t i e o período correspondente  ao i -esim o grau de liberdade. E, pela E q .(2 .4 3 ) , tem os 
ainda que
A ^ ,-  =  u , t  , (2 .4 8 )
de fo rm a que, a p a rtir  de (2 .4 6 ) , (2 .4 7 ) e (2 .4 8 ) , deduz-se im ed ia tam en te  que
u i r i =  2n , i  =  1, ... ,n. (2 .4 9 )
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P o rta n to , conclu i-se que os u  sao as frequências fu ndam en ta is  do sistem a, ou seja, 
as frequencias do m o v im e n to  pe riod ico  execu tado  por cada grau de liberdade do sis tem a. 
E im p o rta n te  a ten ta r-se  que o te rm o  “ frequenc ia ” , esta sendo u tiliza d o  aqui no sen tido  de 
“ frequencia  angu la r” . As frequencias fu nd a m e n ta is  podem  o b tida s  a p a rtir  das derivadas par­
cia is da H a m ilto n ian a  que descreve a d inâm ica  em relacao as variave is de açao.
2.7 In teg rab ilidade  de sistem as H a m ilton ianos
O d isce rn im en to  q u an to  a in te g ra b ilid a de  de um  sistem a m ecanico qualquer, está, 
in tim am e n te , re lacionado a possib ilidade de resolucao expácita  de suas equaçoes de m ovim en to . 
Caso seja possível por qua lquer m e todo  en con tra r uma in tegra l com p le ta  das equacões de 
H a m ilto n -Ja co b i, S ( q ,a , t )  =  a i t , para um sistem a conserva tivo  com  n g raus de liberdade, 
os m om entos canânicos trans fo rm ados  P k =  a k ( q ,p ) o b tid o s  por inversao de p k =  d W / d q k 
fo rm a m  um c o n ju n to  de n constan tes de m o v im e n to  c la ram ente  em in vo lução  e, p o rta n to , as 
equacoes de m o v im e n to  podem  ser resolvidas por quadra tu ras.
Por de fin içao, as m  variave is d inam icas F i ( q , p ) , ... ,Fm(q ,p )  quaisquer, estão em in - 
vo lução  se o co lchete  de Poisson de quaisquer duas delas e zero,
{ F k , F i}  =  0, k , l  =  1 ,...  ,m  . (2 .5 0 )
O caso do piao s im e tr ico  com  um p o n to  f ix o  5, por exem plo, possui três  graus de 
liberdade e três constan tes de m o v im e n to  independentes, a saber, p^, p ^  e H , ta l que os 
co lchetes de Poisson de qua lquer par dessas três  constan tes de m o v im e n to  e nu lo  e, p o rta n to , 
o m o v im e n to  do piao pode ser resolvido por quadra tu ras.
O u tro  exem plo classico e o de um  p ro je til em três  dimensões, no qual as variave is px , py 
e H  sao constan tes de m o v im e n to  em invo lucao. Logo, uma in tegra l com p le ta  da Equacao de 
H a m ilto n -Ja co b i associada pode ser fa c ilm e n te  o b tid a  por separaçao de variave is e, entao, as 
equações de m o v im e n to  podem  ser resolvidas por q uad ra tu ras  6.
D ito  isto, podem os, p o rta n to , in fe rir  que a in teg rab ilidade  de um sistem a com  n 
graus de liberdade esta in trinsecam en te  associada a exisrência de n constan tes de m o v im e n to  
em invo luçao. De fa to , por de fin icao, um sistem a H a m ilto n ia n o  conserva tivo  com  n graus de 
liberdade e H a m ilto n ian a  H (q ,p )  e d ito  co m p le ta m e n te  in te g rá ve l ou s im plesm ente  in te g rá ve l
5 Para um a d escricão  d e ta lh a d a  deste  s is tem a , co n s u lte  a Secao 4 .9  da re fe renc ia  [5 4 ] .
6 Para c o n h e c im e n to  co n s u lte  o e xe m p lo  9 .3 .2  da re fe renc ia  [5 4 ] .
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se existem  n constan tes de m o v im e n to  independentes em invo lucao, ou seja,
{ F , , H }  =  0, { F j , F j}  =  0, i  =  1  n , (2 .5 1 )
com  os vetores V F ;  linearm ente  independentes em cada p o n to  do espaço de fase, sendo, 
V  =  ( d / d q j , d / d p , ) o operador nabla no espaço de fase. Em co n tra p a rtid a , se a condiçao 
acim a nao e sa tis fe ita  o sistem a H a m ilto n ia n o  e d ito  não-in tegráve l.
A lem  disso, tem os ainda que, se um  sistem a H a m ilto n ia n o  conserva tivo  com  n 
graus de liberdade a d m ite  n constan tes de m o v im e n to  em invo lucao  Fi (q ,p ) , ... ,Fn(q ,p )  e 
a m a triz  com  e lem entos W ki =  d F k/d p \  e nao-singular, entao, existem  variáve is canônicas 
(< £ i, . . . ,  <̂ n , J i , . . . ,  J n) ta is  que H  =  H ( J i , . . . ,  J n).
A  veracidade das defin icoes acim a fo ram , in ic ia lm en te , realizadas por Poisson (em 
1837) e L iouv ille  (em  1840), a traves de um teorem a, onde dem onstrou-se  que se um sistem a 
H a m ilto n ia n o  com  dois graus de liberdade possui duas constan tes de m o v im e n to  independentes 
em invo lucao, en tao  suas equações de m o v im e n to  podem  ser resolvidas por quadra tu ras. A  ge- 
nera lizaçao deste teorem a fo i enunciada, em 1955, por L iouv ille , e, poste rio rm en te , enriquec ido  
pela co n trib u ica o  de A rn o ld .
Um  im p o rta n te  resu ltado  acerca de sistem as H a m ilto n ian o s  in tegrave l e enunciado a 
p a rtir  do Teorem a de L io u v ille -A rn o ld , onde fica  estabe lecido  que para um sistem as H a m ilto ­
niano in tegrave l com  n graus de liberdade:
( i)  Existem  variave is canonicas ( ^ i , ... , ^ n , J i , ... ,Jn ) ta is  que H  =  H (J i , ... ,Jn ) e, por­
ta n to , a so lucao das Equacoes de m o v im e n to  para as novas v a riíve is  e dada por
J k =  constan te , p k =  p k (0 ) +  u k ( t ), k  = 1 ,  . . . ,n  , (2 .5 2 )
sendo que cada u k =  d H / d J k e constan te .
( i i)  Nas variave is o rig ina is  (q ,p )  as Equacoes de H a m ilto n  ace ita  soluções por quad ra ­
tu ras.
( i i i)  Se o co n ju n to  das h ipersuperfíc ies de nível das constan tes de m o v im e n to  em in ­
vo lucao  Fk , d e fin ido  por
M c  =  { ( q ,p ) |F k (q ,p )  =  Ck , k  = 1, . . . , n } , (2 .5 3 )
e co m p a c to  e conexo 7, entõo, as variave is canonicas ( J ,<p) podem  ser escolhidas
7N este  c o n te x to , c o m p a c to  s ig n ific a  o m esm o que  fe ch ad o  e lim ita d o , e, um  c o n ju n to  e co nexo  se nao e a
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com o variaveis de açao-angu lo  e o m o v im e n to  é m u ltip e rio d ico  com  frequência  u k =
d  H / d  J k .
Uma caracte rís ticas im p o rta n te  do teorem a exposto  acim a e que, se se o m o v im e n to  
de um sistem a in tegráve l e lim ita d o , a regiao do espaco de fase e f in ita  e, entao, o c o n ju n to  
das ^ p e ^ p e ^ d e s  de nível das constan tes de m ovim en to , M C, e uma variedade com pacta .
O u tro  fa to r im p o rta n te  exposto  no item  ( i i i ) do teorem a de L io u v ille -A rno ld  e, que 
M C se faz descrita  por n angulos e, p o rta n to , co inc ide  to p o lo g ica m é n té  com  um to ro  n- 
d im ensiona l (con fo rm e  Figura 2.3 para n =  2). A d ic io n a lm e n te , em v ir tu d e  das variaveis 
canonicas de fin idas no item  ( i ), as Equaçoes J k =  Ck de finem  em que to ro  o sistem a se 
encontra , enquan to  que os ipk sao coordenadas sobre o to ro . Uma o rb ita  que in ic ia  em um 
desses n -to ros  nele perm anece in fin ita m e n te . Tais to ros  sao denom inados de to ros invariantes.
%
F IG U R A  2 .3  -  R ep rese n ta çã o  e sq u e m á tica  d o  m o v im e n to  sobre  um  to ro  in v a r ia n te  b i-d im e n s io n a l, n =  2.
F ig u ra  p ro v e n ie n te  da re fe renc ia  [54 ] .
A  Equacao (2 .5 2 ) m ostra  que pequenos desvios das condicoes in ic ia is de um sistem a 
in tegráve l crescem linea rm en te  com  o tem po . Isso im p lica  que o m o v im e n to  de sistem a in­
tegráve l e regular. Por o u tro  lado, os sistem as nao-in tegráve is  podem , em a lgum as regiães 
do espaco de fase, apresentar fo rte  sensib ilidade nas condicoes in ic ia is, ta is  que pequenas 
a lteraçoes nas condicoes in ic ia is  podem  crescer éxponénc ia lm én té  com  o tem po , to rn a nd o  
im possível previsoes q u a n to  ao co m p o rta m e n to  do sistem a m esm o a c u rto  prazo. Esse t ip o  
de m o v im e n to  e cham ado de irregu la r ou caó tico . Logo, caos e um fenom eno exclusivo dos 
sistem as nao-in tegráve is.
u n ia o  de c o n ju n to s  d is ju n to s .
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2.7.1 Toros ressonantes e nao ressonantes
A  variedade em que se estende o m o v im e n to  de um sistem a H a m ilto n ia n o  in tegrave l 
H 0(J ) ,  e um n -to ro  T n . Assim , supondo que as frequencias u 1, ... ,u n sejam incom ensuraveis, 
ou seja, rac iona lm en te  independentes, entao, dados n nám eros in te iro s  m 1, . . . ,m n podem os 
escrever
n
^ m k u k =  0 m 1 =  • • •  =  m n =  0 .  (2 .5 4 )
i = i
A pos um te m p o  su fic ien tem en te  longo, a o rb ita  re torna a uma v iz inhanca  a rb itra r ia ­
m ente pequena do p o n to  de pa rtida  sobre o to ro  T n, no e n ta n to , nõo se fecha com  o p o n to  
in ic ia l. Essa propriedade revela que as E rb itas sao densas em T n. O m o v im e n to  rea lizado pela 
tra je to r ia  e denom inado quase-period ico  e o to ro  pe rco rrido  pela tra je to r ia  do sistem a e cha­
m ado to ro  não-ressonante. Do co n tra rio , quando as frequencias sõo rac iona lm en te  dependentes 
os to ros  sao cham ados de to ros  ressonantes.
2.7.2  Teorem a K A M
Uma questao na tu ra l que especulava acerca da in teg rab ilidade  dos to ros  quando o 
sistem a e su bm e tido  a pequenas perturbacoes, fo i respondida, em etapas, a traves de um te o ­
rema fu nd a m e n ta l de sistem as H am ilton ianos , denom inado , Teorem a K A M  8. Sum ariam ente , 
obteve-se que quando uma pe rtubacao  su fic ien tem en te  pequena e ad ic ionada a um sistem a 
in tegrave l, parte  dos to ros  (em  sua m a io ria ) assumem uma fo rm a d is to rc ida  e, preenchem a 
m a io r parte  do espaço de fase. Ja a parte  restante  dos to ro s  sao quebrados (ou destru ídos) e 
d is tribuem -se  entre  os que sõo preservados de uma m aneira ex trem am ente  irregu la r, de m odo 
que o vo lum e que eles ocupam  no espaco de fase tende  a zero ju n ta m e n te  com  a pertu rbacao .
Para prosseguirm os com  uma descriçao q u a lita tiv a  do teorem a K A M , 9 considerem os 
uma H a m ilto n ian a  pe rtu rbada
H (p ,  J ; e) =  H o (J ) +  e H i(p ,  J ), (2 .5 5 )
escrita  em te rm o s da H a m ilto n ian a  in tegrave l H 0, mais uma H a m ilto n ian a  re lacionada a per­
tu rb a ca o  H 1 e, suponham os que a pe rtu rbaçao  quebre a in teg rab ilidade  do sis tem a. Logo, o 
prob lem a fu nd a m e n ta l, neste caso, consiste em d e te rm in a r se a p e rtu rbacõo  m od ifica  ape-
8A c rô n im o  d e v id o  aos tra b a lh o s  destes tre s  pesqu isadores  K o lm o g o ro v -A rn o ld -M o s e r , que  em m o m e n to s  
d ife re n te s , so lu c io n a ra m  a q ue s ta o  da in te g ra b ilid a d e  q u a n d o  a d ic io n a d a  pequenas p e rtu rb a ç õ e s  ao s is te m a .
9A  d e m o n s tra ca o  d e ta lh a d a  deste  teo re m a  p ode  ser co n s u lta d a  nos tra b a lh o s  o r ig in a is  de K o lm o g o ro v  [5 9 ] , 
A rn o ld  [60 ] e M o se r [6 1 ] ou , de fo rm a  m a is  s im p lif ic a d a  - m as a inda  assim tra b a lh o s a  - de casos p a rticu la re s  
do  te o re m a  nas re fe ren c ias  [5 2 , 5 3 , 5 7 ] .
nas lige iram ente  os m ov im en tos descritos por H0( J )  ou os destro i com p le tam en te . Em geral, 
no que se refere aos to ros  ressonantes, d iversos a rgum entos genericos e exem plos específicos 
ind icam  que por m enor que seja a pe rtu rbaçao  ta is  to ro s  serao destru ídos. Ja para os to ros  
nao-ressonantes a indagacao pro ferida  devido a quebra da in teg rab ilidade  e esclarecida atraves 
do teorem a K A M .
De fo rm a s im p lificada  o teorem a K A M  a firm a  que: “se as frequencias de um sistem a 
H a m ilto n ia n o  in tegrave l H 0 sõo rac iona lm en te  independentes e su fic ien tem en te  irracionais, 
entao, para e su fic ien tem en te  pequeno, as solucoes do sistem a p e rtu rb ad o  (2 .5 5 ) sao prepon­
de ran tem en te  quase-period icas e so d ife rem  lige iram ente  das do sistem a nõo pe rtu rbado . Em 
sua m aioria , os to ro s  nao-ressonantes de H 0 sõo apenas levem ente de fo rm ados e o sistem a 
pe rtu rb ad o  ta m b e m  possui to ro s  nao-ressonantes, sobre os quais as o rb ita s  sao densas” [54] .
Vale  ressaltar a inda que as o rb ita s  as quais o teorem a nao se ap lica estao densam ente 
d is tribu ídas  no c o n ju n to  das o rb ita s  abrangidas pelo teorem a, de m odo que os sistem as H am il- 
to n ian o s  em geral apresentam  em seu espaco de fase uma m is tu ra  com plicada  de m ovim en tos 
regulares com  m ovim en tos irregulares ou caóticos.
2.8 E stab ilidade  dos pon tos  de equ ilíb rio  e variedades estaveis e instaveis
O conce ito  de estab ilidade  e am p lam en te  u tiliz a d o  para carac te riza r ta n to  pontos 
de equil íbrio  q u an to  o rb ita s  periodicas. A  de te rm inacao  da natureza dos pon tos  de equil íbrio  
e de o rb ita s  period icas com preende uma analise sobre o co m p o rta m e n to  d in a m ico  de suas 
viz inhancas. Em sistem as H am ilto n ian o s  au tonom os, os pontos fixos  representam  as soluçoes 
estacionarias, ou seja, os valores de ( q ,,p ,) ta is  que quando
(q j,p j)  =  (q ; ,p * )  i  =  1 ,2 ,3 .......  (2 .5 6 )
o sistem a para de se m over no espaco de fase. Isso s ign ifica  que,
■ d  H  n d  H
q = d p  =  °- p = — ~ q  = 0 , ( 2 5 7 )
em ( q ,,p ,) =  (q * ,p * ) .  P o rta n to , se uma cond icao  in ic ia l escolhida co in c id ir com  o p o n to  fixo , 
entao, o sistem a perm anece nesse p o n to  inde fin idam en te . Q ua lquer p o n to  (q  j , pj ) que nao seja 
p o n to  fixo , e cham ado de p o n to  o rd in a rio  ou p o n to  regular.
A  de te rm inacao  da estab ilidade  de um p o n to  fix o  e fe ita  a p a rtir  do co m p o rta m e n to  
d in a m ico  no em to rn o  de sua v iz inhança . De m odo  que, um p o n to  de e q u ilíb rio  á  ass in to tiça - 
m ente  estáve l se a resposta do sistem a a uma p e rtu rbaçao  a rb itra ria  se aproxim a de (q * ,p * )  
quando t  ^  r o  ou, o p o n to  de equ iííb rio  á  instave l, se a resposta do sistem a a uma pequena
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pertu rbação  a rb itrá ria  em (q * ,p * )  cresce quando t  ^  x>.
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Suponham os, por exem plo, um  p o n to  de equ iábrio  x *  : (q * ,p * )  de um sistem a Ha- 
m ilto n ia n o  com  um grau de liberdade, de ta l m odo que,
d H d H
d  p; t =  d  p*p*
d H d H
d  q; *  d q *
=  0 ,
=  0 .
(2 .5 8 )
(2 .5 9 )
Em seguida, consideram os que o p o n to  x  : (q ,p ) ,  d ife re  do p o n to  de equiábrio  xo : 
(q o,po) por uma pequena variacao (Sq, Sp). de m odo  que
q -  qo =  Sq e p  -  po =  Sp. (2 .6 0 )
A ssim , su b s titu in d o  as Equacoes (2 .6 0 ) nas Equaçães de m o v im e n to  de H a m ilto n  e 
expand indo  o resu ltado  desta s u b s t i t u t o  em prim eira  ordem  nos desvios Sq; e Sp; , ob tem os 
que
r . d H  d H  2 d  h  2
q =  Sq =  ^ ~  +  *  o  Sq +  t t t Sp ,o  po d qod po d p0
d  H  d  H 2 d  H 2 r
p  =  Sp  =  - —  ^ i r T Sq  +  Q_ Q_ Sp.
(2 .6 1 )
(2 .6 2 )
d  qo dqo dqodpo
As Equacoes (2 .6 1 ) e (2 .6 2 ) podem  ainda ser reescritas de fo rm a  m a tric ia l, de m odo
que,
S_ q \  =  A  Sq
Sp \ S p l ’
(2 .6 3 )
onde os e lem entos da m a triz  propagacao A  sao coe fic ien tes constantes. Na sua fo rm a s im p le tica  
a Equação (2 .6 3 ) e dada por
S;x =  AS x  =  J H " x , (2 .6 4 )
sendo H j  =  d 2H (q o,po) / d x ;x j . Assim , a estab ilidade  do p o n to  de equ iábrio  e de te rm inada  a 
p a rtir  do a u to va lo r da m a triz  H
À =  í V - d e t  H " , (2 .6 5 )
onde os autova lores, À, podem  ser reais se d e t H "  <  0 ou im ag ina rios  puros se d e t H "  >  0, o 
que im plica  que À* =  —À.
Para o caso em que os dois au tova lo res de A  sao reais, uma com binaçao linear de um 
des locam ento  a rb itra r io  dos au tove to res vi  e v2, nos pe rm ite  escrever a evo lucao te m p o ra l das 
tra je to r ia s  v iz inhas ao p o n to  fix o  x 0 com o
6 x ( t  ) =  V0S ( t  )V0~i 6 x (0 ) ,  (2 .66)
onde V0 e S ( t )  fo ram  de fin idos para s im p lifica r a no tacõo  das equações que cu lm in am  em 
(2 .66)
A ssim , neste caso, o co m p o rta m e n to  das tra je to ria s  no e n to rno  de p o n to  de equil íbrio 
corresponde a uma m is tu ra  de a fas tam en tos e aproxim acoes exponencia is. De fo rm a que, as 
tra je to r ia s  se aprox im am  do p o n to  de equil íbrio  a p a rtir  de uma das d irecoes (co rrespondendo 
a d irecao do a u to ve to r associado ao a u to va lo r nega tivo ) e se a fas tam  pela o u tra  d irecõo 
(correspondendo a d irecao do a u to ve to r associado ao a u to va lo r p o s itivo ) a uma mesma taxa. 
P o rta n to , o p o n to  de equil íbrio, para o qual os au tove to res sao reais, e c lassificado com o instavel 
(ou p o n to  de sela h ip e rb o lico ), pois quaisquer deslocam entos recaem sobre as tra je to r ia s  que 
se a fas tam  do p o n to  de equil íbrio  x 0.
Ja para o caso em que os dois au tova lo res de A  sao im ag ina rios  puros, a evoluçao 
te m p o ra l das tra je to ria s  v iz inhas ao p o n to  f ixo  x 0 e dada por
õ x ( t ) =  U0 R  ( t  ) U - 1ó x (0 ) ,  (2 .6 7 )
onde, ana logam ente  ao caso an te rio r, U0 e R ( t ) fo ram  de fin idos para s im p lifica r a notaçõo  
das equaçoes que cu lm in am  em (2 .6 7 ) .
Neste caso, o co m p o rta m e n to  das tra je to ria s  nas v iz inhancas do p o n to  de equil íbrio  
corresponde a uma serie de rotações no sistem a de coordenadas Sfí =  U0" i ^ x ,  de fo rm a que, 
o p o n to  de equil íbrio  e c lassificado com o estavel ou el íp tico , pois quaisquer deslocam entos 
perm anecem  ro tac ionando  em to rn o  de x 0.
T om ando  com o exem plo o espaco de fase ilu s trad o  na F igura 2 .4 , o p o n to  O (b o lin h a  
azu l) representa o p o n to  fixo  el íp tico  (es tave l), enquan to  que os pon tos A  e B (bo linhas 
verm elhas) representam  os pon tos  fixos  h ipe rbo licos  (ins tave is ). As duas curvas W s e W u que 
passam pelos pon tos  A  e B de finem  as variedades estaveis e instaveis do sistem a. P o rta n to , as 
defin icoes de variedades estaveis e instaveis sõo uma genera lizacao do conce ito  de separa triz  
(d iscu tid o  na subsecao 2 .6 .3 ) .
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F IG U R A  2 .4  -  E spaço de fase de um  p e n d u lo  nao linea r. O p o n to  O , d es ta cad o  em  azu l representa  o p o n to  
f ix o  e líp t ic o  e os p o n to s  em  v e rm e lh o , A  e B, re p resen tam  os p o n to s  fixo s  h ip e rb ó lico s . As 
linh a s  com  as m arcacoes W s e W u co rre sp on de m  as va ried ades  estave is  e ins ta ve is  do  p o n to  
h ip e rb o lic o , re sp e c tiva m e n te .
As variedades de um sistem a d inam ico  sao superfícies no espaco de fases, nas quais, 
as tra je to ria s  que nelas se in ic iam , nelas perm aneçam  du ra n te  to da  a evo lucao do sistem a. 
Assim , um co n ju n to  inva rian te  M  e d e fin ido  com o uma colecao de o rb ita s  que fo rm am  essas 
superfícies. As o rb ita s  que se aprox im am , a ss in to ticam en te , de uma variedade inva rian te  sao 
cham adas de variedades estaveis W s, enquan to  que, as o rb ita s  que se a fas tam  do co n ju n to  
M  sao denom inadas de variedades instáve is W u.
Nesse sentido, define-se que a variedade estavel W s de um p o n to  de equ ilíb rio  instavel 
e o co n ju n to  in va ria n te10 de pontos x  do espaço de fases, ta l que a tra je to r ia  associada a 
evoluçao te m pora l de x  tende ass in to tica m e n te  a esse pon to . E, a variedade instavel W u de 
um p o n to  de equil íbrio  instavel e o c o n ju n to  inva rian te  de pontos x  do espaco de fases, para 
os quais, a tra je to r ia  associada a evolucão tem pora l de x ,  quando iterada para trá s  no tem po , 
tende, a ss in to ticam en te , a esse pon to . Uma propriedade im p o rta n te  das variedades estaveis 
e instaveis e que elas nao podem  in te rsecc ionar umas com  as ou tras, devido a un ic idade das 
soluçoes.
2 .8.1 E m aranham ento  hom ocl ín ico e d inam ica  caotica
De acordo com  que d iscu tim os, a n te rio rm en te , na subsecão 2 .7 .2 , o teorem a K A M  
estabelece que a m a io r parte  dos to ros  irrac iona is  de um sistem a in tegrave l acaba sobrevivendo 
a pequenas pertu rbacoes no sistem a. No e n ta n to , o co m p o rta m e n to  das tra je to ria s  que estao 
d ispostas sobre os to ros  racionais nao e co n tem p la do  por esse teorem a. A  resposta a essa 
questao pode ser ob tida  atraves do teorem a de P o in ca re -B irkh o ff. Esse teorem a preve o rom ­
p im e n to  de to ros  racionais, os quais, antes cobertos  por o rb ita s  periodicas, sao su b s titu  idos 
por um num ero par de o rb ita s  periodicas, em que m etade das o rb ita s  sao estaveis e m etade
10U m  c o n ju n to  ( W s ou W u) e d ito  in v a r ia n te  q u a n d o  to d o s  os p o n to s  x  € W s (ou  W u ) sao tra n s p o rta d o s  
pela d in â m ica  a o u tro s  p o n to s  que  ta m b e m  p e rte nce m  as va ried ad es  W s (o u  W u ).
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sao instaveis.
A  presenca de pontos fixos instaveis, ou h iperbolicos, e v is ta  com o de grande in fluencia  
sobre a d inam ica , pois eles, tip ica m e n te , resu ltam  nos, cham ados, p o n to s  h om oclín icos e 
heteroclfn icos. Um  p o n to  hom ocl In ico e d e fin ido  atraves do cruzam en to  das variedades estaveis 
e instaveis em um p o n to  h ipe rbo lico , con fo rm e representado na F igura 2 .5 (a ) , enquan to  que, 
um p o n to  he te roc l In ico e d e fin ido  pelo cruzam en to  das variedades instave is e estaveis de dois 
p on tos  fixos h iperbolicos, con fo rm e m ostra  a F igura 2 .5 (b ) .
2
W', (T i)  «'“ (T l)
(a )  (b )
F IG U R A  2.5  -  R ep resen tação  (a )  de um  p o n to  h o m o c lín ic o  O, fo rm a d o  pelo  c ru z a m e n to  das va r ie d a ­
des estave is  W s( 7 ) e in s ta ve is  W u( 7 ) de um  p o n to  f ix o  h ip e rb o lic o  7 . (b )  p o n to  he te - 
ro c lín ic o  d e fin id o  a tra ve s  do  c ru z a m e n to  das va riedad es  estave is  W s( y i ) ,  W s( 72) e in s ta ve is  
W u( 7 i ) ,  W u(72) de do is  p o n to s  f ixo s  h ip e rb o lico s , 7 i  e y 2 .. F ig u ra  a d a p ta d a  da re fe ren c ia  [5 7 ]
Considerando-se a ite racao  sobre o p o n to  O, s ituado  sobre a in terseccõo en tre  as 
variedades instaveis e estaveis, na F igura 2 .5 (a ) , com o resu ltado te rem os que o p o n to  O e 
m apeado novam ente  sobre o c ruzam en to  das variedades W s e W u , to rnando-se  um novo p o n to  
hom ocl Inico. Esse mesm o e fe ito  e repe tido  para as iteracões a p a rtir  dos novos pon tos  gerados 
a p a rtir  do p o n to  hom ocl In ico. Assim , ao ite ra r o p o n to  O para fre n te  no te m p o  observa-se 
uma aproxim acõo ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  7  ao longo da variedade estavel, com o denotado  
pelos pon tos  1, 2 e 3, respectivam ente  na F igura 2 .5 (a ) . De fo rm a analoga, ao ite ra r o p o n to  
O para tra s  observa-se a aproxim acõo ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  7 , a traves dos pon tos  —1 , —2 
e —3 ao longo da variedade instavel.
Assim , as sucessivas iteracões, representadas na F igura 2 .6 , ficam  cada vez mais 
a longadas e re torc idas, uma vez que, os pontos loca lizados sobre os cruzam entos das variedades 
estaveis e instave is fica m  cada vez m ais proxim os.
Esse e fe ito  de a longar e esticar faz com  que pontos in ic ia lm e n te  proxim os sejam 
conduzidos a posicoes ora d is tan tes  ora m u ito  proxim as, e isso pode ser tra d u z id o  com o
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F IG U R A  2 .6  -  E m a ra n h a m e n to  h o m o c l ín ico  d e v id o  a e lo n ga çã o  e e s tic a m e n to  das va riedad es  estáve is  e 
in s tá ve is  [5 7 ] .
o su rg im en to  da sensib ilidade as condicões in icia is. P o rta n to , o em aranham ento  hom ocánico , 
fo rm ados pelas variedades estaveis e instáveis, sao os m ecanism os responsáveis pelo su rg im en to  
de caos em sistem as d inam icos.
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C A P ÍT U L O  3 -  In te ra ç ã o  o n d a -p a r t íc u la  e m  fís ic a  d e  p la s m a  v ia  d in â m ic a
H a m ilto n ia n a
Este ca p ítu lo  destina-se a descriçao fu nd a m e n ta l acerca da in te racao  ressonante onda- 
pa rtícu la , que e o tem a cen tra l desta tese. Esse t ip o  de in te racao  esta presente em diversos 
sistem as, ta is  com o, astro fís icos [62- 64] , aceleradores de partícu las [65] , lasers de e le trons 
livres [6 6 , 67] , au torressonancia  c ic lo tro n ica  [6 8 , 69] , transm issão  de correntes em d ispos itivos  
de fusao [70] en tre  ou tros . Nas próxim as secões, e n tre ta n to , lim ita m o s  nossa discussao no 
que se refere aos fu nd a m e n to s  basicos da in te raçao  o nda -pa rtícu la  na física de plasma. A lem  
disso, d irecionarem os a descrição u tiliz a n d o  d inâm ica  H a m ilto n ian a  classica. P lasmas sao meios 
a lta m e n te  com plexos, especia lm ente  quando m agnetizados, e exibem  co m p o rta m e n to  co le tivo . 
A  v ib racão  co le tiva  dos e le trons no plasma da origem  ao m odo m ais fu nd a m e n ta l que pode 
se propagar num  plasma, denom inado m o d o  de Langm uir. No co n te x to  da teoria  c ine tica  de 
p lasma, a descricao da in te racao  das ondas de L angm u ir com  as partícu las carregadas do 
p lasma, envolve a solucao do co n ju n to  de equacoes acopladas de V lasov-P o isson, para uma 
funcao  de d is trib u ica o  de ve locidades de e le trons. E n tre ta n to , nesta tese focam os na descricao 
atraves do fo rm a lism o  H a m ilto n ia n o  classico apresentado na referencia [29] , que descreve de 
fo rm a a u to cons is ten te  a in te racao  en tre  e le trons ressonantes com  ondas de Langm uir. Nesta 
abordagem  considera-se um plasma un id im ensiona l e pe riod ico  co n s titu  ído de N -pa rtícu las  
e le tricam en te  carregadas ( íons e e le trons), no qual a d inâm ica  dos íons seja con tab ilizada  
apenas para co m p o r a neutra lidade  m acroscopica de carga no sistem a, devido sua massividade 
em relacao aos e le tro n s1. Apenas os aspectos e le tro s ta tico s  do m o v im e n to  sao con tem plados, 
ta l que a ve locidade das partícu las (para le la  ao cam po m agne tico ) e m u ito  m enor que a 
ve locidade da luz e, entao, a descricao esta no lim ite  da mecanica classica.
3.1 Propriedades gerais de plasmas
De fo rm a s im p lificada , um plasma pode ser descrito  com o um gas ion izado, com posto  
por e le trons, íons e partícu las neutras, que apresentam  um co m p o rta m e n to  co le tivo  devido as 
in teracães e le trom agne ticas  prevalecentes en tre  as p a rt ículas carregadas. O te rm o  plasm a, fo i 
u tiliz a d o  pela p rim eira  vez por Tonks e Langm uir, em 1929, para descrever a regiao in te rna  de 
um gas ion izado e b rilha n te  que se m oldava a fo rm a  do tu b o  onde era p roduz ido . Por possuir 
propriedades d ife ren tes dos estados so lido, liq u id o  e gasoso, o plasma e considerado com o um 
q u a rto  estado da m ateria  [4 ] .
1Se os íons te m  massa su fic ie n te , a d in a m ica  do p lasm a p ode  ser d esc rita  sem leva r em con s id e ra ça o  os 
íons p or sua açao  sobre  os e le tro n s  ou por sua p róp ria  d in â m ica . T a is  s im p lif ic a c o e s  o m ite m  a v isu a liza ça o  de 
e fe itos , co m o  o a co p la m e n to  de o ndas  de L a n g m u ir com  o nd as  ío n s -a cu s tica s  ou sua a u to -m o d u la ç a o  em a lta  
in te n s id a d e . O u tra  consequenc ia  da a p ro x im a cã o  u n id im e n s io n a l e o fa to  que  as co lisões d ev id o  ao p o te n c ia l 
de C o u lo m b  são m a is  fra ca s  em um a d im en sã o  do que  em tres , de m o d o  que, p o r exe m p lo , q u a n d o  duas 
p a rtícu la s  se c ruza m  a fo rca  e n tre  elas p ode  apenas m u d a r de s ina l no m o m e n to  do  c ru za m e n to .
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A  d iferença basica entre  os estados físicos da m ateria  esta nas ligacoes in te rm o le - 
culares que m an tem  os c o n s titu in te s  dos a tom os e m oleculas unidos. Essas ligacoes estao 
d ire ta m e n te  re lacionadas a te m p e ra tu ra  e a pressao em que de te rm inada  substância  e subm e­
tid a . A  m edida que fornecem os ca lor a uma substancia , aum en tam os a energia c ine tica  dos 
a tom os e m oleculas. C om o consequencia, se o fo rn e c im e n to  de energia fo r in in te rru p to , as 
ligaçoes in te rm o lecu la res sao rom pidas e a substancia  sofre uma trans icao  de fase, que sabi­
dam ente  acontece a uma te m p e ra tu ra  constan te  para um dado va lo r de pressao. N o en tan to , 
a trans icao  do estado gasoso para o estado de plasma acontece p roporc iona lm en te  com  o 
aum e n to  da te m p e ra tu ra  do sistem a. Nao sendo, p o rta n to , uma trans içao  de fase do p o n to  
de v is ta  te rm o d in a m ico .
A  relacão en tre  a te m p e ra tu ra  e o grau de ion izacão do plasma no equil íbrio, pode 
ser o b tid a  pela Equacao de Saha:
n- T 3/2
—  «  2,4 x  1021 -------- e x p ( - u ; / k B T ), (3 .1 )
nn n i
onde n; e a densidade dos a tom os ionizados, nn e a densidade dos a tom os neutros, T  e a 
te m p e ra tu ra  do sistem a em unidades de energia, kB e a constan te  de B o ltzm ann  e u; e a 
energia de ion izacao do gas [5] .
O u tra s  fo rm as de p ro d uz ir p lasmas e por m eio de fo to ion iza ca o  e por descarga e le trica . 
O processo de producao por fo to io n iza ça o  consiste em in c id ir fo to n s  com  energia igual ou 
m a io r do que o po tenc ia l de ion izaçao dos a tom os de um  gas. Dessa fo rm a , o a to m o  absorve 
o fo to n  e o excesso da energia do fo to n  e tra n s fo rm a d o  em energia c ine tica , que pode rom per 
a energia de ligacao in te rm o le cu la r e dar o rigem  a um par de e le tron - íon. A  p roducao de 
plasmas por descarga e le trica  consiste  na ap licacao de um cam po e le trico  ex te rno  a um gas 
pouco ion izado, de fo rm a que os e le trons livres sejam  acelerados ate a ltos  n íveis de energia 
para ion izar os o u tro s  a tom os do gas por m eio de colisoes [4 ] .
A lem  da existencia  dos plasmas labo ra to ria is , con form e descrito  acim a, ex istem  ainda 
os plasmas na tura is, den tre  os quais incluem -se os plasmas espaciais, que co n s titu em  a m aior 
parte  (9 9 % ) da m ateria  conhecida no universo. Isso inc lu i quase que a to ta lid a d e  da m ate ria  
so la r,inc lu indo -se  a sua “ a tm o sfe ra ” , o ven to  solar, que com preende to d a  a heliosfera, a m aioria  
das estrelas, e uma fracao  s ig n ifica tiva  do m eio in te reste la r [71] .
A  d is tincao  en tre  um gas neu tro  e um plasma pode ser fe ita  observando a existencia 
de partícu las carregadas, presentes no plasma. E n tre ta n to , nem to d o  gas ion izado pode ser 
considerado com o um plasma. A  existencia  do estado de plasma requer que o sistem a fo rm a d o  
pelo gas ion izado obedeça a lguns crite rios , que sao cham ados de c rité r io s  para de fin içao  de
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plasm a. Um  dos c rite r io s  que deve ser obedecido pelo s istem a e o da quase-neu tra lidade  
m acroscópica. Essa cond icao  im plica  que se consideram os um e lem ento  de vo lum e no sistem a, 
a d iferenca en tre  as densidades de partícu las carregadas pos itiva m e n te  e nega tivam en te  deve 
ser apenas uma flu tu aca o , de fo rm a  que as cargas e le tricas de sinais con tra rios , fo rte m e n te  
acopladas, se neu tra lizam  a uma d is tanc ia  pequena. A  incidencia  de um cam po e le trico  externo, 
por exem plo, in te rfe re  no equil íbrio do plasma, estabelecendo uma nova re d is tribu icao  espacial 
das cargas. D evido a boa co n du tiv id ad e  e le trica  do plasma, as cargas se rearran jarao de m odo 
que o plasma e capaz de b linda r o cam po  externo. Esse fenom eno, ca rac te rís tico  no plasma, 
e conhecido com o b lindagem  de Debye  e a d is tanc ia  em que a in fluenc ia  desse cam po sera 
e fe tiva  sobre as cargas e cham ada de co m p rim e n to  de D ebye :
Essa ca racte r ística im poe que para existencia  de plasmas e necessario que a d im ensao do 
sistem a, L, deve ser m u ito  m a io r do que o co m p rim e n to  de Debye, Xd :
O vo lum e esferico d e lim ita d o  por um ra io igual ao co m p rim e n to  de Debye, no in te rio r do 
plasma, e denom inado  de esfera de Debye. Isso im plica  que a in te raçao  en tre  as cargas e le tricas 
d e n tro  do plasma e lim ita d a  as pa rt ículas que estao d e n tro  da esfera de Debye. Para que a 
b lindagem  seja e fe tiva  e necessario que a densidade de e le trons d e n tro  da esfera de Debye seja 
su fic ien tem en te  grande, dessa fo rm a, se estabelece um o u tro  c r ite r io  para de fin icao  de plasma:
A  d is tanc ia  en tre  as partícu las d e n tro  desse vo lum e esferico deve ser pequena com parada com  
o co m p rim e n to  de Debye. A inda  assim, a d inam ica  de in te racao  e le trom agne tica  de longo 
a lcance deve p redom inar sobre as in teracoes co lis ionais.
in form acões en tre  as razoes da energia po tenc ia l e le tro s ta tica  e c ine tica , e, de com o os efe itos 
das in teraçoes que oco rrem  no plasma in fluenc iam  no co m p o rta m e n to  ind iv idua l das pa rt ículas. 
A  condicõo g  ^  1 e cham ada de aprox im acao  de p lasm a  [4 ] .
(3 .2 )
L ^  Xd  . (3 .3 )
ne X d  ^  1 . (3 .4 )
A  cond içao  (3 .4 ) pode ser reescrita  de fin indo-se:
1
(3 .5 )
g  ne X D .
A  quan tidade  g  de fin ida  acim a e conhecida com o p a râ m e tro  de plasm a, o qual fornece as
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O alcance e fe tivo  dessas in terações e um conce ito  e s ta tís tico  baseados em valores 
medios. Isso im p lica  que, em um plasma neutro , p redom inam  os cam pos flu tu a n te s , res- 
ponsaveis pelas in teracoes e le trom agne ticas  de m edio e longo alcance, o que caracte riza  um 
co m p o rta m e n to  co le tivo  en tre  as p a rt ículas do plasma [72] . Esse co m p o rta m e n to  co le tivo  
surge devido a m ov im en taçao  de cargas no plasma, com o uma te n ta tiv a  de com pensar as flu - 
tuacoes e reestabelecer a neutra lidade . O deslocam ento  de cargas no plasma e a te n ta tiv a  de 
re to rno  ao estado de equil íbrio  sao acom panhadas por uma d iversidade de m odos osc ila to rios. 
O mais fu nd a m e n ta l desses m odos esta associado ao des locam ento  dos e le trons da posicao 
de equil íbrio. Esse m odo de oscilacão com  frequencia  bem  de fin ida  e denom inado  frequencia  
e le trôn ica  de plasma, ou sim p lesm ente  frequência  de plasm a:
As colisoes entre  os e le trons e as partícu las neutras do plasma tendem  a am ortece r essas 
oscilacoes. Dessa fo rm a , para que a d inâm ica  co lis iona l nao seja p redom inante  no sistem a, 
e necessario que a frequencia  de oscilacoes do plasma seja m u ito  m a io r que a frequencia  de 
colisao en tre  as partícu las:
onde vpe =  u pe/2 n  e a frequencia  de plasma, e v en e a frequencia  de colisao en tre  os e le trons 
e as partícu las neutras. Essa cond icao  im plica  em um im p o rta n te  c r ité r io  para de fin icão  de 
p lasma, uma vez que a in te racão  co lis iona l en tre  os e le trons com  as partícu las neutras faz com  
que estas partícu las en trem  em equil íb rio  en tre  si. C onsequentem ente, o sistem a e conduzido  
ao equil íbrio  te rm o d in a m ico .
onde t  =  1 /v en representa o te m p o  m edio en tre  as colisoes b inarias.
Essa cond icão  estabelece que os fenom enos o n d u la to rio s  que oco rrem  no plasma 
devem ser caracterizados por um período de oscilaçao m u ito  m enor do que o in te rva lo  de 
te m p o  típ ico  de colisoes.
3.2 D escricao de plasma
(3 .6 )
v pe ven, (3 .7 )
Esse c r ité r io  pode ser escrito  ta m b é m  da seguin te  fo rm a:
Upe T >  1, (3 .8 )
Uma vez estabelecidos os c rite r io s  fu nd a m e n ta is  de plasmas, podem os estudar a 
d inam ica  desse sis tem a, seguindo basicam ente três  teorias p rinc ipa is de plasma, a saber, teoria
de o rb ita s  (p a rtícu la s  ind iv idua is ), teoria  c ine tica  (d iscretas-especies de partícu las) e teoria  de 
flu id o s  (co n tín u o  - todas  as pa rtícu las), onde cada uma estabelece suas aproxim acoes e regimes 
de va lidade. A  escolha da teoria  a ser u tilizad a  deve ser fe ita  de acordo com  as ca rac te r ísticas 
do sistem a e os fenom enos que se pretende estudar.
A  Teoria de o rb ita s  destina-se, basicam ente, a descricao do m o v im e n to  de cada 
partícu la  carregada do plasma na presenca de cam pos e le tricos e m agneticos previam ente  
especificados (ex te rnos). Nessa abordagem , os cam pos e le trom agne ticos criados pelo m ov i­
m en to  das partícu las (cam pos au tocons is ten tes ) não sao considerados. Essa teoria  e, essen­
c ia lm ente , im p o rta n te  na descricao do co m p o rta m e n to  das partícu las em plasmas rare fe itos 
(ba ixa  densidade), nos quais, a in te raçao  p a rtícu la -ca m p o  predom ina em relacao as colisoes.
Ja na Teoria c ine tica , a descriçao e realizada considerando-se uma funcao  de dis- 
tr ib u iç a o  de ve locidades das partícu las no plasma. Nessa descricão, resolve-se as equaçoes 
d ife rencias c ine ticas apropriadas que governam  a evo lucao te m p o ra l e espacial das variaveis 
m icroscop icas para cada especie de pa rtícu la . As variave is m icroscop icas sao de fin idas por 
m edias esta tís ticas sobre a funçao  de d is tr ib u ica o  de velocidades, denom inadas, m om entos da 
funçao  de d is trib u ica o  de velocidades.
Na Teoria de flu id o s  o plasma e tra ta d o  com o um flu id o  co n d u to r onde o co m p o r­
ta m e n to  m acroscop ico  e descrito  com o um to d o , sem considerar o m o v im e n to  ind iv idua l de 
cada pa rtícu la , entao, as variave is m acroscopicas são de fin idas pela soma das c o n t r ib u ^ e s  de 
cada especie de pa rtícu la . A  un iao das equacães da mecanica de flu id o s  com  as equacães de 
M axw ell do e le trom agne tism o  fornece uma abordagem  te o rica  para os fenôm enos de plasma 
conhecido  com o teoria  M a g n e to h id ro d in a m ica  (M H D ).
3.2.1 D escricao de plasma via d inam ica  H a m ilto n ian a  classica
Nessa descricao vam os considerar a propagação das ondas de L a ng m u ir em um plasma 
un id im ensiona l e pe riod ico  ao longo de uma coluna de plasma m agnetizada com  uma grande 
secão transversa l ta l que a d inam ica  pode ser estudada considerando apenas suas in teraçoes 
m utuas.
N o que segue, podem os considerar ainda o plasma com o um sistem a m ecanico un i­
d im ensiona l pe riod ico  co n s titu íd o  de N  —partícu las com  mesma carga, qe, e massa, m e, via 
in te racao  de C ou lom biana , em um dom ín io  de co m p rim e n to  L ^  XD com  c o n d õ e s  de con­
to rn o  pe riod icas2. Dessa fo rm a, podem os escrever a H a m ilto n ian a  desse sistem a com o a soma 
da energia c ine tica  das partícu las, K , mais um te rm o  que descreve o po tenc ia l da in te racao
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2 Em tre s  d im ensões isso co rre sp on de ria  a N  p la nos  para le los  por p e río d o  espacia l L, cada um com  um a 
razão  carga -m assa , qe/ me , m o ve nd o -se  em um a d ire cã o  p e rp e n d icu la r c o m u m .
59
devido as ondas
H  =  K  +  V , (3 .9 )
que, con form e d iscu tim os no cap ítu lo  2 , o va lo r da H a m ilto n ian a  corresponde a energia to ta l
do sis tem a, quando o va lo r de H  nõo depende e xp lic ita m en te  do te m p o . Nesse caso, o te rm o
correspondente  a energia c ine tica  das partícu las e dado por
N 2
k = £  2 m  • ( 3 1 0 )r=1
enquan to  que o te rm o  do acop lam en to  o nda -pa rtícu la  devido ao po tenc ia l e le tro s ta tico  das 
ondas e dado por
1 <x N
V = 2 N  £ £  q 2Vn cos kn (x r -  x  ̂  ( 3 1 1 )n=1 l,r=1
com  condiçoes de co n to rno  period icas no in te rva lo  de co m p rim e n to  L. O p ré -fa to r 1 /N  no 
p o tenc ia l acim a evita  d ivergencias que o co rre riam  no caso lim ite  quando N  ^  ro , de fo rm a 
que quando N  ^  r o  e g a ra n tido  que a frequencia  do plasma m antem -se constan te . Vn e 
o enesim o coe fic ien te  de Fourie r do po tenc ia l in te r-p a rtícu la s  associado ao ve to r de onda 
k n =  2 n n /L  e x r e a posiçao da p a rt ícula r , com  p r =  m xr .
As expressoes (3 .1 0 ) e (3 .1 1 ) fo rnecem  uma m aneira com pacta  de descrever a 
d inam ica  no plasma. Na realidade, com o H  e a H a m ilto n ian a  do sis tem a, entao, podem os 
o b te r as Equacoes de m o v im e n to  do sistem a a p a rtir  de
d  H  . d  H
Xr =  õ p r , p r =  -  d x ; , ( 3 .12)
de fo rm a que
Xr =  — , (3 .1 3 )
m
N
pr =  N7 ^ ^  qe kn Vn senkn(Xr -  X; ), (3 .1 4 )
n=1 /=1
onde p r e o m om en to  canon ico  con jugado  a x r .
A gora, d e fin indo  que o cam po  au toco n s is te n te  seja dado por
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, V  n
En =  qe2i N  n  ^  exp ( — ik nx r ^  (3 .15)
r=1
onde kn =  —kn, V-n  =  Vn, V0 =  0, de fo rm a  que a d inâm ica  ocorre  em escala espacial L /n ,  
ta l que, podem os escrever
* r =  m  ^  E nexp(ÍknX r), (3 .1 6 )
n= <̂
onde x r =  —d V / d x r e a equacao de m o v im e n to  do sistem a de segunda ordem , e, a evolucao 
te m p o ra l de En e regida pela Equacao (3 .1 5 ) . Assim , ob tem os que o m o v im e n to  das N - 
partícu las do plasma pode ser descrito  com o uma colecao de prob lem as de uma unica partícu la  
su je ita  a um cam po e le trico  au toco n s is te n te  En com  n =  ..., —2, —1 ,1 ,2 , . . . ,  que pode ser 
in te rp re ta d o  com o as com ponentes de Fourie r do cam po e le trico  devido a todas  as partícu las.
O cam po e le trico  d e fin ido  em (3 .1 5 ) e uma fe rra m en ta  convenien te  que caracte riza  a 
ação de N  — 1 partícu las do plasma sobre uma delas. A lem  disso, a d inam ica  ca m p o -p a rtícu la  e 
in trinsecam en te  au tocons is ten te , uma vez que o cam po  e criado  pelo m o v im e n to  das partícu las.
As condiçoes de co n to rno  period icas e a necessidade de neu tra lidade  g loba l do plasma 
levam  a uma peculia ridade  tecn ica  do m odelo. C on form e d iscu tim os  a n te rio rm en te , nessa
fo rm u lacao , a d inam ica  e fe tiva  e re s trita  a uma unica especie de partícu las do p lasm a3, de
fo rm a que os íons com poem  um fu nd o  neu tra liza n te  un ifo rm e. Dessa fo rm a, uma im p o s t o  
proven iente  de ta is  particu la ridades estabelece que o po tenc ia l Vn seja escrito  com o
2
Vn =  L— k 2 , n =  0. (3 .1 7 )L-tQkn
Em geral, os m odelos un id im ensionais sao am p lam en te  uteis, ta n to  para estudos 
e lem entares q u an to  avançcados.
3.3 Ressonancia onda -p a rtícu la : um paradigm a da mecanica classica
Para um sistem a com  um grande num ero de partícu las, N  ^  1, o m o v im e n to  de uma 
partícu la  ind iv idua l te m  pouca acao sobre a onda podendo ser considerada com o uma partícu la  
tes te  subm etida  a onda. Assim , vam os considerar, por ora, a d inam ica  de uma partícu la  teste  
subm etida  a um po tenc ia l e le tro s ta tico  que oscila s inuso ida lm ente  na d irecao de uma coorde-
3O s s is te m as  fo rm a d o s  p or p lasm a de um a un ica  c o m p o n e n te  e c o m u m e n te  re fe ren c ia d o s  na lite ra tu ra  
co m o  " je l l iu m ” .
nada q , onde a analise e realizada no re ferencia l de repouso de uma onda de Langm uir.
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Com  uma escolha apropriada de unidade e de o rigem  para a coordenada q , a equacao 
de m o v im e n to  de um e le tron  neste po tenc ia l e dada por
com  A  >  0. A  Equaçao (3 .1 8 ) e s im ila r a equacao que descreve o m o v im e n to  de um pendulo 
de co m p rim e n to  l  em um cam po g ra v ita c io n a l com  aceleracao g , quando A  =  g / l . N o caso do 
pendulo q corresponde ao angu lo  de abertu ra  ve rtica l, ta l que q =  0 co incide com  a posicao 
de equil íbrio  estavel.
A  H a m ilto n ian a  que corresponde soma das energias c ine tica  p 2/2  e po tenc ia l 
—A  co s (q ) do sistem a e dada então, por
onde p  e o m om en to  linear da partícu la  ou m om en to  angu la r no caso do pendu lo  e, por 
s im p lic idade  norm a lizam os a massa do e le tron , m e, ou m om en to  de inercia do pendulo, m l2, 
igual a unidade.
C onform e d iscu tim os  no ca p ítu lo  a n te rio r a d inam ica  da H a m ilto n ian a  (3 .1 9 ) a p a rtir  das 
Equacoes de m o v im e n to  (3 .2 1 ) e (3 .2 1 ) , pode ser analisada atraves das tra je tó r ia s  num  espaco 
(q ,p ) ,  denom inado  espaco de fase. C om o em am bos os casos as condicoes de co n to rno  para q 
sao periodicas, en tão o espaco de fase e equiva len te  a um c ilin d ro  com  base c ircu la r de com ­
p rim e n to  A q  =  2n , ta l que a d inâm ica  passa ser descrita  em um espaço de fase b id im ensiona l.
O u tro  fa to r  im p o rta n te  acerca do fo rm a lism o  H a m ilto n ia n o  e que com o H  não de­
pende e xp lic ita m en te  do te m p o , en tao as tra je to r ia s  no espaco de fase oco rrem  sob superfícies 
com  energia E  =  H  =  co n s ta n te . A lem  disso, com o H  e uma cons tan te  de m o v im e n to  in ­
dependente e o s istem a possui apenas um grau de liberdade, entao, a d inâm ica  e in tegrave l, 
e consequentem ente , as Equacoes de m o v im e n to  podem  ser resolvidas por quad ra tu ra , ex­
pressando p  com o uma funcao  p i ( q ) para um dado va lo r de energia e condições in ic ia is  para 
( qo, po) .
q =  —A  sen (q ), (3 .1 8 )
(3 .1 9 )
As Equações de m o v im e n to  do sis tem a, a p a rtir  de (3 .1 9 ) sao dadas por
q
d H
- p (3 .2 0 )
p ~g— =  —A  se n (q ). (3 .2 1 )
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F IG U R A  3 .1  -  (a ) p o te n c ia l m u lt ip e r ió d ic o  V ( q )  com  a m p litu d e  A  m od  2 n . A s  linh a s  ve rm e lh a , m a ge n ta  e 
azu l m o s tra m  os n íve is de ene rg ia  to ta l,  H , em re lacão  a a m p litu d e  A  do  p o te n c ia l. (b )  re tra to  
de fase (q,p) m o s tra n d o  os t ip o s  de t ra je tó r ia s  de a co rd o  com  a v a r ia ça o  de H . A  s e p a ra tr iz  
( t r a je to r ia  m a g e n ta ) separa os t ip o s  de m o v im e n to  no espaço de fase. O  v a lo r de H  da s e p a ra tr iz  
esta in d ic a d o  pela linh a  m a ge n ta  em (a ). A s  t ra je tó r ia s  em azu l, que  o co rre m  no re g im e  de 
H  e sp e c ifica d o  na linh a  azu l em (a ), m o s tra  que  o m o v im e n to  e l im ita d o  a um a reg iao  do  
espaço de fase que  c o in c id e  com  “ la rgu ra  d a ” se p a ra tr iz . A s  t ra je tó r ia s  ve rm e lh a s  m o s tra m  que 
a lem  da se p a ra tr iz , no  reg im e  de H  m o s tra d o  na linh a  ve rm e lh a  em (a ) , o s is tem a  descreve  um 
m o v im e n to  quase b a lís tic o  (o u  p a rtíc u la  liv re ).
A na logam en te  a d inam ica  do pendulo, podem os in fe rir q u a lita tiva m e n te  acerca da 
in te ração  onda -pa rtícu la  no re tra to  de fase ( q ,p ), con form e ilu s trad o  na Figura 3 .1 . Observe 
que a natureza do m o v im e n to  depende do va lo r da energia to ta l E  =  H  do sistem a, de fo rm a 
que a variacao de H  im p lica  d ire ta m e n te  nas m udancas to po lo g ica s  do re tra to  de fase.
Para valores de H  >  A  ( linha  verm elha na Fig. 3 .1 (a ) ) , as tra je tó ria s  em p i( q )  
nunca se anulam , ou seja, p  nunca passam por p  =  0 , mas oscilam  ao longo de q com  um 
sinal de fin ido . Esse m o v im e n to  e representado pelas tra je to ria s  em verm elho  na F igura 3 .1 (b ) . 
Observe ainda que um de te rm inado  va lo r de H  pode corresponder a dois valores opostos para 
p 1 (q ) , dependendo apenas do sinal da condicao in ic ia l em q0. Na d inâm ica  do pendulo, as 
tra je to ria s  verm elhas na Fig. 3 .1 (a ) com  H  >  A  correspondem  ao m o v im e n to  de ro tacao  do 
pendulo, enquan to  que na in te racao  onda -pa rtícu la , ta is  tra je to ria s  representam  o m o v im e n to  
de pa rtícu la  livre, ou seja, quando a partícu la  oscila sem in te ra g ir e fe tivam en te  com o a onda.
Para valores de —A  <  H  <  A  (linha  azul na Fig. 3 .1 (a ) ) , as tra je to ria s  p 1 (q )  se 
anulam  para dois valores de q . Esse m o v im e n to  e representado pelas tra je to ria s  em azul na 
F igura 3 .1 (b ) . Observe tam bem  que quando p  passa por p  =  0 o va lo r em q e m áxim o. As tra - 
je to r ia s  com  H  =  c te  de finem  uma curva fechada no re tra to  de fase, sem elhante a uma elipse, 
e, o m o v im e n to  de p 1 (q )  e pe riod ico  em q . Na d inam ica  do pendulo, as tra je to ria s  azuis na 
Fig. 3 .1 (a ) com  —A  <  H  <  A  correspondem  ao m o v im e n to  de lib racao do pendulo, enquanto  
que na in te racao  o nda -pa rtícu la , ta is  tra je to ria s  representam  o m o v im e n to  de ap ris ionam en to
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( tra p p in g ), ou seja, quando a p a rt ícula oscila no in te rva lo  de po tenc ia l estavel da onda. A  
au to -cons is tenc ia  garante  que, quando p  passa por p  =  0 , o po tenc ia l te m  va lo r m axim o e, 
entao, na in te racao  a partícu la  ganha energia da onda. Por o u tro  lado, quando q passa por 
q =  0 , a partícu la  te m  m om en to  (energia c in e tica ) m axim o  e, p o rta n to , a onda ganha energia 
da pa rt ícula na in te racao.
Q uando H  =  —A  com  q =  p  =  0, m od 2n , o sistem a encontra-se em equ ilíb rio  
estável. A ss in to tica m e n te  a este pon to , o co s (q ) pode ser ap rox im ado  atraves de uma expansao 
de segunda ordem  em q . Isso resulta num  osc ilador ha rm on ico  H a m ilto n ia n o  com  frequencia
u  =  V A .  (3 .2 2 )
P o rta n to , p e rto  de O  (o rige m ) o m o v im e n to  oscila quase-harm onicam ente  e a tra je to r ia  tem  
o fo rm a to  de uma elipse.
O u tra  s ituacao  de equil íbrio  ocorre  quando H  =  A  com  p  =  0 e q =  n  ( linha  
m agenta  na Fig. 3 .1 (a ) ) , m od 2n . Nessa con figuracao  o sistem a encontra-se  em equ iííb rio  
in s tív e l. A ss in to tica m e n te  ao p o n to  instavel (p o n to —X ) as o rb ita s  assemelham-se a ram os 
de h iperboles e, em geral, o m o v im e n to  d iverge a p a rtir  deste pon to . A  taxa  de d ivergencia  e 
cham ada de expoente  de Lyapunov do p o n to —X  [29]
Xx  =  V A .  (3 .2 3 )
No espaço de fase o c o n ju n to  de pon tos  d e fin ido  por H (p ,q )  =  A  corresponde a duas s inusoi- 
dais
p i( q )  =  ± 2 A 1/2 c o s (q /2 ) ,  (3 .2 4 )
que passam, a ss in to ticam en te , pelo p o n to —X  quando t  ^  rc>. Essa tra je to r ia  e cham ada 
de separa triz  e, esta representa na F igura 3 .1 (b ) pela tra je to r ia  m agenta . Observe na figu ra  
que p e rto  do p o n to —X  a separa triz  te m  o fo rm a to  de um X , por isso cham am os o p o n to  
instavel de p o n to —X . A  separa triz  separa os dom  ínios do m o v im e n to  de lib raçao (ou pa rt ícula 
apris ionada) do m o v im e n to  de ro tacão  (ou partícu la  liv re ) no espaco de fase. Por conseguinte , 
a separa triz  pode ser ro tu lada  com o um c o n ju n to  de o rb ita s  lim ita d as  (m o v im e n to  de ro taçao) 
com  períodos in fin ito s  ou com o o c o n ju n to  de o rb ita s  ilim ita d a s  (m o v im e n ta cão  de lib raçao) 
com  ve locidade media evanescente [29] .
A  F igura 3 .1 (b ) m ostra  ainda que o co n ju n to  das tra je to r ia s  com  m o v im e n to  de
ro taçao  desaparece com  A : assim, reca ímos no m o v im e n to  de uma partícu la  livre. A tr ib u ir  um
64
F IG U R A  3 .2  -  L a rg u ra  da ressonância  A r , d e lim ita d a  pela se p a ra tr iz . A s  t ra je to r ia s  a b e rta s  rep rese n ta m  o 
m o v im e n to  de p a rtíc u la  liv re , ou seja, de p a rt ícu las que nao estão  em  ressonância  co m  a onda , 
e n q u a n to  que as t ra je to r ia s  e líp tica s , lim ita d a s  pela se p a ra tr iz , re p re se n tam  o m o v im e n to  de 
p a rt ícu las que estao  em  ressonancia  com  a o nd a , a p ris io n a d a s  ao p o te n c ia l estave l da ond a .
va lo r f in ito  a A  e com o “ rasgar” o espaço de fase do m o v im e n to  liv re4 . A s o rb ita s  “ livres” 
são d is to rc idas e se to rn a m  o rb ita s  de “ passagem” , de fo rm a  que d e n tro  deste “ co rte ” um 
novo c o n ju n to  de o rb ita s  estao presentes: as o rb ita s  “ apris ionadas” . O dom ín io , no espaco de 
fase que con tem  o novo co n ju n to  de o rb ita s  apris ionadas assume a fo rm a  sem elhante  a de um 
“o lho  de g a to ” com  meia largura igual a
A r =  2 V A ,  (3 .2 5 )
denom inado, la rgura  de ressonância  ou largura do ap ris ionam ento  da onda, con fo rm e exem ­
p lifica  a F igura 3 .2 . Todos os e le trons cu jo  m o v im e n to  e descrito  a traves de uma tra je to r ia  
lim ita d a , te m  ve locidade m edia proxim a da ve locidade de fase da onda, ta l que, o ta m a n ho  
f in ito  da separa triz  define o co n ju n to  de ta is  o rb ita s  com  media pos itiva . Isso s ign ifica  d izer 
que, os e le trons nesse dom ín io  estao em ressonância  com  a onda.
A  ressonância onda -pa rtícu la  pode ser id en tificada  mesm o se houver m ais de uma 
onda, e se a au to -cons is tenc ia  da in te raçao  fo r levada em consideracão. Uma e s tru tu ra  res­
sonante  no espaço de fase (em  p a rticu la r com  largura em p  p roporc iona l a A 1/2) pode ser 
id en tificada  na d inam ica  de diversos sistem as, a p a rtir  de uma funcao  H a m ilto n ian a  seme­
lhan te  a (3 .1 9 ) , com  uma parte  H0(p )  que e nao linear em p  m ais o te rm o  sinusoida l em q
4Esse fe n o m e n o  esta associado  aos m o do s  que g e ra m  as cha m ad a s  ilhas  m a g n é tica s  no c o n fin a m e n to  
m a g n é tic o  de p lasm a [7 3 ] .
com  a m p litu d e  V (p ) . P o rta n to , a ressonancia o nda -pa rtícu la  e o paradigm a das ressonancias 
nao lineares na mecanica classica.
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C A P ÍT U L O  4  -  F o rm a lis m o  H a m ilto n ia n o  d a  in te ra ç ã o  a u to c o n s is te n te
o n d a -p a r t íc u la
Este ca p ítu lo  fornece uma breve descrição, em grande parte, in tu it iv a  do fo rm a lism o  
H a m ilto n ia n o  au tocons is ten te  o nda -pa rtícu la  que em pregam os nesta tese. A  in te raçao  onda- 
partícu la  e típ ica  em m u ito s  sistem as físicos e, nesta tese, em pa rticu la r, investigam os com o 
o acop lam ento , dado pela H a m ilto n ian a  da referencia [29 ] , a fe ta  a d inâm ica  das partícu las 
con form e aum entam os o num ero de graus de liberdade no sistem a. Em nossas analises con­
s ideram os a in te ração  na aprox im ação de uma unica onda, la rgam ente  u tilizad a  no estudo 
de instab ilidades e caos em baixa dim ensao. Para uma derivacao com p le ta  do fo rm a lism o  
H a m ilto n ia n o  que apresentarem os a seguir o le ito r e convidado a consu lta r o ca p ítu lo  2 da 
referencia [29] .
4.1 D erivacao in tu it iv a  da H a m ilto n ian a  para um plasma de e le trons
Nesta derivacao in tu it iv a  da H a m ilto n ian a  au tocons is ten te , tom em os com o ce rto  a 
existencia  de ondas de L angm u ir se propagando na região de partícu las não ressonantes no 
p lasma, denotada com o o b u lk  da funcao  de d is tr ib u ica o  de velocidades, devido  a v ib racao  
co le tiva  destas partícu las. Assum im os ainda que, a relacao de dispersao, dada pela relacao de 
d ispersao de B ohm -G ross1
u 2 =  u 2p +  3 k  2v f  +  ... (4 .1 )
e conhecida. Uma expansão da H a m ilto n ian a  (3 .1 9 ) nos p e rm ite  representar a d inam ica  de
R  pa rtícu las independentes, pertencentes a região da cauda da funcão  de d is tr ib u iça o  de
velocidades, em um cam po co n s titu íd o  de M  ondas lo n g itud in a is , cu ja  propagacao e dada 
atraves da seguin te  funcão  H a m ilto n ian a
R 2 R M
H nsc =  2m  — W  cos(kj Xr — Uj o t — ^ 'o), (4 .2)
r =1 r =1 j  =1
onde kj e u j 0 estão re lacionadas atraves da relacão de d ispersão de Bohm -G ross (4 .1 ) e W j 
e a a m p litu d e  do po tenc ia l (que incorpora  a carga das partícu las) da onda j  com  fase 6j 0. 
C om o estam os interessados na descricão das ondas de L angm u ir ,via a rgum entos da mecânica 
classica, e n a tu ra l que as considerem os a p a rtir  de agora com o osciladores harm ônicos, corres­
pondentes aos e le trons do bulk. Dessa fo rm a, escrevemos a H a m ilto n ian a  destes osciladores
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1A  re lação  de d ispe rsã o  de B o h m -G ro ss  fo rn e ce  a p rim e ira  o rdem  nas co rreções té rm ic a s  as ond as  de





onde a acao da onda, j , é p roporc iona l a sua energia. Logo, o ângu lo  con jugado  a acao j  
evo lu i com
Considerando ainda que, a energia e le tro s ta tica  de uma onda e p roporc iona l ao quadrado  de 
sua a m p litu d e , en tao e n a tu ra l que existe a lgum a constan te  c j , ta l que
Dessa fo rm a, podem os escrever a H a m ilto n ian a  com p le ta  da in te racao  au tocons is ten te  onda- 
partícu la  com o
A  com binaçao das equacoes de m o v im e n to  de p r e j , nos pe rm ite  escrever o m om en to  linear 
to ta l com o
que, assim com o a energia to ta l,  ta m b e m , e uma constan te  de m o v im e n to  do sistem a. O b­
serve que, uma vez que o p rim e iro  te rm o  do lado d ire ito  da Equacao (4 .7 ) e a co n trib u ica o  das 
partícu las para o m om en to  to ta l, entao, o segundo te rm o  deve ser in te rp re ta do  com o a con­
tr ib u içã o  das ondas para o m om en to  to ta l,  de fo rm a  que, o m om en to  da onda e p roporc iona l 
a a m p litu d e  W j2, assim com o, o ve to r de P o yn ting  na e le trod inâm ica  [9] .
4.2  Form a fina l da H a m ilto n ian a  au tocons is ten te  onda -pa rtícu la
A  p a rtir  de agora, vam os deno ta r com o N  o num ero de partícu las que in terage de 
fo rm a a u to cons is ten te  com  as M  ondas de Langm uir. Na secao a n te rio r ta is  partícu las estavam  
referenciadas com o R . Essa m udanca na notaçao  e requerida, devido a necessidade de associar 
ao num ero to ta l N  »  1 de partícu las no co m p rim e n to  L do  plasma um pequeno pa râm etro
Oj — U j o t +  dj 0. (4 .4 )
(4 .5 )
H Wp — ^ 2  2 m  +  Uj  o j  -  ^ 2  X /  cj V ^ j  cos(kj  x r -  U j 0 t  -  Oj ) . (4 .6)
R 2 M R M
r= l j = l  r= l j= lr= l 1
R M
(4 .7 )






onde n  d e fin ido  por n =  R / N  ^  1 estabelece até que p o n to  a fo n te  ressonante é im p o r­
ta n te  para as ondas. No e n ta n to , o pa râm etro  n nao e cruc ia l para a derivaçao da d inam ica  
a u to cons is ten te  o n d a -p a rt ícula que o b je tiva m o s  nesta fo rm u lação , ta l que podem os escrever
Os núm eros de onda k j das M  ondas de interesse podem , ocasiona lm ente , ser res tritos  
a um in te rva lo  m enor do que o to ta l 0 <  k j ^  kD . Em p a rticu la r, o m ode lo  de uma única 
onda M  = 1  (s ing le  wave m o d e l -S W M ) ocorre  n a tu ra lm e n te  no estudo  de instab ilidades, 
de fo rm a  que: se varios m odos instaveis coexistem  no plasma, o de cresc im en to  m ais râp ido  
n o rm a lm ente  se to rna  do m in a n te  sobre os ou tros.
D e fin in d o  m  = 1 ,  tem os, entao, que d inâm ica  au toco n s is te n te  das N  partícu las 
iden ticas m ovendo-se no in te rva lo  de co m p rim e n to  L com  condicoes de co n to rno  periód icas, in ­
te ra g in do  com  M  ondas lo n g itud in a is  com  num eros de onda k j =  j 2 n / L  e frequencias na tu ra is  
u 0j , e descrita  pela H a m ilto n ian a  [8 , 29 ]
onde fa  e uma constan te  de acop lam en to  d e fin ido  em te rm os da funçao  d ie le trica  t ( k n,u n),
(4 .9 )
r=1 j=1  r=1 j=1
N 2 M N M
(4 .1 1 )
As equacoes que governam  a evo lucao do sistem a, o b tida s  a p a rtir  das Equacoes de
m o v im e n to  de H a m ilto n  da H a m ilto n ian a  (4 .1 0 ) sao dadas por
Xr =  p r
/  M
Pr =  e'R Y  i ^ jZ j
\ j =1 
M
=  e Y i  / l sin(
j =1
Z j =  — i  u -  oZ j +  i  e f lj k-
onde Z j =  X- +  íY-  , e
M
Ò- =  U j =  e Y  iP j \ / 2 j  c o s (k jx r — 9 j) (4 .1 5 )
j =1
M
P =  Y  i P jZ 21-  s in (k j Xr — Òj ) . ( 4 .16)
j =1
As coordenadas generalizadas sao dadas pelas posicões das partícu las x r e pela fase 
das ondas Ò-, com  seus respectivos m om entos con jugados dados pelo m om en to  da partícu la  p r 
e pela in tens idade das ondas j . Na fo rm u la ça o  fasor, as coordenadas genera lizadas das ondas 
sao dadas por X -, com  m om en to  con jugado  Y -.
Na H a m ilto n ian a  (4 .1 0 ) a d inam ica  pode ser decom posta  em três  partes onde: o 
p rim e iro  te rm o , descreve o m o v im e n to  das partícu las sem a in fluenc ia  do po tenc ia l, ta l que o 
m o v im e n to  das partícu las possa ser considerado com o de partícu la  liv re  (m o v im e n to  ba lís tico ); 
o segundo te rm o  descreve o po tenc ia l associado as ondas com o M  osciladores harm ônicos
acoplados com  frequencia  u  e, por fim , o te rce iro  te rm o  que, de fa to , con tem  to d a  a in fo rm açõo
do acop lam ento , onde a energia do a cop lam ento  e dada por um po tenc ia l pe riod ico  e a 
a m p litu d e  do po tenc ia l e p roporc iona l a in tens idade das ondas.
Nessa fo rm u lacao , a H a m ilto n ian a  (4 .1 0 ) e inva rian te  sob trans lacõo  te m p o ra l e es­
pacia l, de fo rm a  que a energia to ta l E  =  H Nc'M e o m om en to  to ta l P  =  J2 'N= 1 Pr +  E j = i  k- j  
sao constan tes de m o v im e n to  independentes. A  conservaçao do m om en to  to ta l assegura que 
o cresc im ento  (ou a m o rte c im e n to ) das ondas e d ire ta m e n te  equ ilib rado  com  a aceleracõo (ou 
desaceleraçõo) das partícu las. E im p o rta n te  destacar ainda que a au to -cons is tenc ia  nesta abor­
dagem  ocorre  apenas devido a tro ca  de m om en to  onda -p a rtícu la , de m odo que as in teracoes 
p a rtícu la -p a rtícu la  e onda-onda nao sao con tem p ladas nessa descricao.
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(4 .1 2 )
kj  x r — Ò- ) ( 4 .13)
N
-1 Y  e~ ikjXr (4 .1 4 )
r =1
X
4.3 A p rox im ação  para a d inâm ica  com  uma única onda
Na aproxim acao de uma Unica onda, considera-se que a ins tab ilidade  ocorre  ao longo 
do m odo mais instave l, ta l que, os dem ais m odos in tens ificados na in te racao  podem  ser ne­
g ligenciados. Essa consideraçao e fa c ilm e n te  verificada  d u ra n te  o regim e linear, quando a 
a m p litu d e  da onda cresce e aprisiona um fe ixe de partícu las, por exem plo [36 ] .
A pós a sa tu racao  do regim e linear, a a m p litu d e  da onda começa osc ila r e o fe ixe 
comeca osc ila r no po tenc ia l estavel da onda. A  p a rtir  desse m om ento , m odos com  num ero de 
onda p rox im os ao da onda in ic ia l com ecam  crescer e, even tua lm en te , podem  a tin g ir  am p litudes  
com paradas às da onda in ic ia l [28] . No e n ta n to , se considerarm os que o sistem a possui ta m a n ho  
f in ito , ta l que, as ondas am p lificadas apos a sa tu raçao  do regim e linear possuem num eros de 
ondas pro ib idos pela condicao de con to rno , entao, a aprox im acao para uma onda perm anece 
va lida , m esm o apos a d inâm ica  a tin g ir  o regim e nao linear [28] .
Por consegu in te , focam os, então, nossa discussao considerando uma unica especie 
de partícu las, onde to da s  as partícu las te m  a mesma massa, e red im ensionam os o te m p o  e a 
energia para d e fin ir a cons tan te  de a cop lam ento  efo  e a massa das partícu las m  igual a unidade 
na Eq. (4 .1 0 ) . No m ode lo  de onda unica ( M  =  1), o m itim o s  o subscrito  j  e de fin im os a unidade 
de co m p rim e n to  para k -1  e o período espacial para L =  2n , o que reduz a H a m ilto n ian a  para
N 2 N
Hsc =  “2“ +  — ^ 2 I  co s (x r — G). (4 .17)
r=1 r=1
Uma tra n s fo rm a ça o  de G alileo nos pe rm ite  co locar o sistem a no referencia l da onda. Com  a 
funçcãao geradora
N
F i ( x , 6 ,p , l , t ) ^  ' (x r — w0t ) ( p r +  ^ o )  +  (G — u o t ) l  — N t / 2 , (4 .1 8 )
r=1
a H a m ilto n ian a  (4 .1 7 ) to rna-se
d F  N -  2 N
H  (p ,- , p , p ) =  HNC +  - g 1  =  £  — v /2 -  Y i  cos(Xr — p ). (4 .1 9 )
r=1 r=1
O m om en to  to ta l
N
P  =  Y  p r +  p
r=1
e conservado pela d inam ica  o b tid a  a p a rtir  da Eq. (4 .1 5 ) . Isso nos pe rm ite  d e fin ir uma nova
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(4 .2 0 )
funcao  geradora F2(H, p , p ' , I ' )  =  I ' 9 + E N=:l (Hr —19): a nova coordenada con jugada a p'r =  p r 
e X ' =  d F2/ô p 'r =  (Xr — p ), que denotam os com o y r =  x ' , e o novo m om en to  con jugado  a 
9' =  9 e I '  =  P. Este u lt im o  e uma cons tan te  de m ov im en to , de m odo que o novo ângu lo  
9' =  p e uma coordenada cíclica. A  H a m ilto n ian a  fin a l, e n fa tizando  que apenas N  graus de 
liberdade sao efetivos, e dada na fo rm a com pacta
N 2 N
H  (y  ,p ) =  ^  /2r  — ^ 2 I  ^ cos y r , (4 2 1 )
r=1 r=1
onde, para s im p lifica r a notaçao, re tiram os a no tacão  com  a apóstro fe  de p ' e as barras de
9 = P  — E r  P'r e H .
A  H a m ilto n ian a  para uma ín ic a  onda fo i, in ic ia lm en te , fo rm u lada  com o um m odelo  
s im p lifica d o  para tra ta r  a ins tab ilidade  devido a um fe ixe (fra co ) de e le trons em um plasma 
fr io , assum indo um fu nd o  neu tra liza n te  ion ico  fix o  [3 5 , 36] . P osterio rm ente , d ife ren tes estudos 
estenderam  a ap licacao do m ode lo  de uma ín ic a  onda a uma classe m u ito  m a io r de insta- 
b ilidades [74] , derivando-a  de m aneira generica, de fo rm a  que este m odelo  e u tiliz a d o  para 
descrever varios fenôm enos em flu idos, plasmas [75] , e na a m p lificacao  de laser de e le trons 
livres [76] , por exem plo.
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C A P ÍT U L O  5 -  A n á lis e  d a  in te ra ç ã o  p a ra  u m a  o n d a  e u m a  p a r t íc u la
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Neste ca p ítu lo  apresentam os as análises devido a in te ração  a u to cons is ten te  onda- 
pa rtícu la , a p a rtir  da funcão  H a m ilto n ian a  que descrevemos no ca p itu lo  an te rio r, para o caso 
m ais sim ples: com  uma pa rtícu la , N  =  1. A  in te racao  au to -con s is ten te  via a cop lam ento  de 
uma partícu la  e uma onda ( M  =  N  =  1) e co m p le ta m e n te  in tegrave l [7 7 , 78] , uma vez que a 
energia e o m om en to  linear to ta l sao consta te  de m o v im e n to  independentes. C om o verem os no 
ca p ítu lo  6 , a d inam ica  para N  =  2 incorpora  a m aioria  dos fenôm enos basicos que d iscu tirem os 
a aqui. A lem  disso, a d inam ica  com  N  = 1  te m  fu nd a m e n ta l im po rta n c ia  na descricao de sis­
tem as com  m u itas  partícu las (N  ^  1), onde u tiliza-se  uma fe rra m en ta  m a te m a tica , cham ada 
m acropa rtícu la  para representar a d inâm ica  de um fe ixe de e le trons frios, por exem plo [77] , 
de fo rm a , que os e le trons do fe ixe oscilam  agrupados no po tenc ia l estavel da onda du ran te  
o regim e de ap ris ionam ento  [3 5 , 3 6 , 7 9 , 80] . In ic iarem os nossas analises atraves da descricão 
q u a lita tiv a  do sistem a, de fo rm a que sejam os capaz de com preender os m ecanism os basicos, 
bem com o a fam ília  de soluçoes associadas a de te rm inados valores de parâm etros e /o u  das 
condicoes in ic ia is  do sistem a. Em posse da descricao q u a lita tiva , rea lizam os ta m b e m  ca lcu los 
num ericos co m p u ta c io na is  para de te rm inados co n ju n to s  de condicoes in ic ia is  e apresentam os 
as m udancas to po ló g ica s  no espaco de fases devido  a variacão do m om en to  linear to ta l,  P , 
que in fluenc ia  d ire ta m e n te  a tro ca  de m om en to  onda -p a rtícu la . A  m udanca q u a lita tiva  na es­
tru tu ra  to p o lo g ica  do espaço de fase, con form e variam os o pa râm etro  P , esta associada a uma 
b ifu rcacao  do t ip o  sela-no, ta m b e m  cham ada de b ifu rcacao  ta ng e n te  ou b ifu rcacao  de dobra, 
na qual um par de pontos de equ ilíb rio  com  estab ilidades co n tra ria s  e criado  (ou destru ído ).
5.1 Analise  p re lim ina r e q u a lita tiv a  da d inam ica
Na secao 4.3  do ca p ítu lo  a n te rio r o b tivem os que a funcao  H a m ilto n ian a  para uma 
unica onda e dada por
onde y r =  x r — 6, ou seja, y r corresponde a posição das partícu las, x r , em relação a fase, 6 , 
da onda. Nesta abordagem  o m om en to  linear to ta l e dado pela a soma dos m om entos das 






Para o caso com  uma partícu la , N  =  1, a H a m ilto n ian a  (5 .1 ) e, entao, reescrita  com o
p2 _________
H  (y  ,p ) =  y  — V 2 (P  — p ) cos y , ( 5 3 )
onde o p tam os por expressar I  =  P  — p. C on form e estabelece a Equaçao (5 .3 ) , este sistem a 
possui dois graus de liberdade, ta l que a d inam ica  ocorre  em um espaco de fase 4 -d im ensiona l. 
E n tre ta n to , com o H  e P  sao constan tes  de m o v im e n to  independentes, entõo, o sistem a com  
N  = 1  corresponde a um sis tem a H a m ilto n ia n o  in tegráve l. Em decorrência  disso, a d inam ica  
no espaco de fase e, na tu ra lm e n te , representada apenas por tra je tó ria s  regulares. A  tra je to r ia  
que passa, a ss in to ticam en te , ao p o n to  h ipe rbo lico , denom inada separa triz , nao possui com ­
p o rta m e n to  cao tico , p o rta n to , neste caso o p o n to  h ipe rbo lico  nao e propíc io  ao su rg im en to  
de caos.
As equacoes que regem o m o v im e n to  do sis tem a, o b tida s  a p a rtir  da Equacoes 
canônicas de H a m ilto n ,
■ d H  ■ d H
y = ~ P , p = —ã 7 , (5 -4 )
para a H a m ilto n ian a  (5 .3 ) sao, entao, escritas com o
1
y  =  p  + , cos y , (5 .5a )
y  p  Z W — p ) )
p  =  — \J  2 (P  — p ) seny. (5 .5 b )
A gora, em posse das Equacoes de m ov im en to , podem os, en tao  analisar q u a lita t iv a ­
m ente a d inôm ica  deste sistem a. Esse t ip o  de analise e am p lam en te  s ig n ifica tiva , quando se 
deseja descrever o co m p o rta m e n to  q u a lita t iv o  do sistem a, em d e tr im e n to  da so luçao exata. 
Nesse caso, busca-se id e n tifica r a fam ília  de solucoes associadas a de te rm inados valores de 
parêm etros e /o u  das condicoes in ic ia is  do sistem a.
In ic iam os, entao, a analise q u a lita tiv a  para o caso com  N  = 1 ,  id e n tifica n d o  os p o n to s  
fixos (o u  de e q u ilíb r io )  do sistem a, bem com o, o t ip o  de estab ilidade  associada a cada p o n to  
fixo . A  estab ilidade  a qual vam os nos re fe rir nesta analise, e de te rm inada  pelo co m p o rta m e n to  
das solucões cu jas condicoes in ic ia is pertencem  a v iz inhanca  de sua solucao, ou seja, e uma 
so lucao representada por um p o n to  fixo  no espaco de fase. Id e n tifica r os pon tos  fixos  em um 
sistem a H a m ilto n ia n o  a u to n o m o  e de fu nd a m e n ta l im po rta n c ia , uma vez que, o espaco de 
fase desses sistem as e d ire ta m e n te  in fluenc iado  pela loca lizacao e pela es tab ilidade  dos pontos 
fixos.
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Em suma, os pon tos  fixos  de um sistem a representam  solucoes estacionarias. Isso 
sign ifica  d izer que, os valores de (y ,,p ,) em (5 .5 ) , ta is  que quando (y , ,p ,) =  (y * ,p * ) ,  o sistem a 
para de se m over no espaco de fase. A q u i estam os u tiliza n d o  a no tacao  com  o asterisco para 
representar os valores de (y/,p,-) no equ ilíb rio , onde i  =  1 ,2 ,3 , . . . .  Assim , fazendo
■ d  H  n . 8  H
y  =  iTp  = ° ,  p = — d y  =  °, ( 5 6 )
ob tem os, a p a rtir  de (5 .5 ) , que as coordenadas, (y * ,p * ) ,  dos pon tos  fixos, C,-, do sistem a estao 
loca lizadas em
c ;  : (0 , p1 \ / 2 (P  — p ; ) =  —1), (5 .7 a )
CQp  : ( n , p “ , 3 ^ 2 ( P  — p'í 3 ) =  1 ), (5 .7 b )
com  p1 <  0, 0 <  pQ <  1 e p*3 >  1 . A lem  disso, a in tens idade da onda nos pon tos  fixos  e 
id e n tificada  com o i ;  =  P  — p (*. Q ua lquer p o n to  (y /,p ,)  que nao seja p o n to  fixo , e cham ado 
de p o n to  o rd in a rio  ou p o n to  regular. De (5 .5 ) , nota-se que, se escolherm os uma condicao 
in ic ia l que co incide com  um p o n to  fixo , en tão o sistem a perm anecera com  essa mesma lo- 
ca lizacao inde fin idam ente . Nesse sen tido , emprega-se a analise q u a lita tiv a  para descrever o
co m p o rta m e n to  ass in tó tico  do sistem a, analisando-se a d inam ica  na v iz inhanca  de cada p o n to
fix o  c ; ,  c 2; 3.
Para analisar a estab ilidade  dos pon tos  fixos, (5 .6 ) , em pregam os o m e todo  de linea- 
rizaçao 1 nas equacões de m o v im e n to  (5 .4 ) e, de te rm inam os a estab ilidade  para cada p o n to  fixo  
a p a rtir  das solucoes dos au tova lores da m a triz  Jacob iana2 que, sao funcoes dos param etros 
das equacões do sistem a. Realizando este p roced im en to  ob tive m o s que, os au tova lo res corres­
pondentes a C ; e C ;3 sao, respectivam ente
/  1 \ V Q
A1 =  ±  y —V 2I Í — 2 | ; J  , ( 5 .8a)
A“ ,3 =  \ J 2 iQ,3— . (5 .8b)
A  Equacao (5 .8 a ) m ostra, c la ram ente  que, o a u to va lo r À1 possui so luçao im ag inó ria  para 
qua lquer va lo r de i ; . Logo, o p o n to  fixo  loca lizado  em y ;  =  0 possui estab ilidade  e líp tica  (ou  
estável). A lem  disso, uma vez que p1 <  0, a cond icao  física i ;  =  P  — p1 assegura que i ;  >  P  
para qua lquer va lo r de P .
1Em s is tem as  d in â m ico s  lin e a riza ção  e um m e to d o  para a va lia r a e s ta b ilid a d e  loca l de um p o n to  de e q u ilíb r io  
de um s is te m a  de equações d ife re n c ia is  nao  linea r, a tra ve s  da aná lise  do  s is tem a  lin e a r associado .
QA  m a tr iz  Jaco b ia n a  e um a m a tr iz  m x  n, fo rm a d a  pelas d e riva d a s  p arc ia is  de p rim e ira  o rde m  de um a 
fu n c õ o  v e to r ia l F : R n ->• R m .
75
Ja a Equaçao (5 .8 b ) m ostra  que as solucoes poss íveis para o a u to va lo r À2,3 dependem  
do va lo r de /2*3 que, por sua vez e funçao  do m om en to  to ta l P . Q uando /2* =  /3* =  1 /2 , o 
a u to va lo r À2,3 =  0 e degenerado. Isso ind ica que no p o n to  fixo , cu ja coordenada espacial 
e y 2,3 =  n  ocorre  uma b ifu rcacão  no sistem a. Para /*  >  1/ 2 , o a u to va lo r À2 =  0 e real, 
p o rta n to , em y 2* =  n  o sistem a possui estab ilidade  h ipe rbó lica  (o u  in s tá ve l)  para qua lquer 
va lo r de P  >  3 /2  com  0 <  p2 <  1. E, fin a lm e n te , para valores de o <  /*  <  1/ 2 , o au to va lo r 
À3 possui so lucão im ag ina ria , ind icando  que na mesma abscissa y 3* =  y 2* =  n , te rem os tam bem  
estab ilidade  el íp tica  para qua lquer va lo r de P  >  3 /2  desde que p3 >  1.
C onform e re tra ta  as Equações (5 .7 ) , o va lo r de p* no equil íbrio  e dado em funcao  do 
m om en to  linear to ta l P , ou seja,
p* =  ± 1 / ^ 2 ( P  -  p * ). (5 .9 )
Dessa fo rm a, de te rm inam os uma relação que descreve as solucoes para p* no equil íbrio, dada 
por
(P  -  / * ) 2/*  =  1 /2 , (5 .1 0 )
e esbocam os a so lucão num erica de (5 .1 0 ) na F igura 5 .1 (a ) . C onform e e apresentado na
Fig. 5 .1 (a ) , a Equação (5 .1 0 ) seleciona os valores em /*  para os quais o p o lin o m io  cub ico  no 
lado esquerdo assume um d e te rm inado  va lor. A  linha azul con tínua  na Fig. 5 .1 (a ) representa 
a soluçao estavel no p o n to  fixo  el íp tico  em y * .  Essa so luçao existe para qua lquer va lo r do
m om en to  to ta l P , com  /*  >  0. O p o n to  p re to  com  P  =  3 /2  e /*  =  1 /2 , corresponde ao
p o n to  de b ifu rcaçao  no sistem a no qual dois t ip o s  de equil íbrio  com  estab ilidades d ife rentes 
co inc idem  no m esm o p o n to  fixo  y2*3 =  n  A pos o p o n to  da b ifu rcação, a linha verm elha 
po n tilha d a  representa a soluçao instavel no p o n to  fixo  y 2* =  n , com  /*  >  1 / 2 e a linha verde 
dup lo  po n tilha d a  representa a a solucao estavel, loca lizada no m esm o p o n to  fix o  y *  =  3, com  
0 <  /3* <  1/ 2 .
O u tro  fa to r  im p o rta n te  que destacam os nesta descricao e que, com o o sistem a e conserva tivo , 
entao, o po tenc ia l associado a onda nao pode perm anecer nulo. Asseguram os que ta l condicao 
e n a tu ra lm e n te  sa tis fe ita  analisando-se a d inam ica  con fo rm e a seguir:






F IG U R A  5 .1  -  (a )  D ia g ra m a  de b ifu rc a ç ã o  a p a r t ir  da E qu açã o  (5 .1 0 ) . A  linh a  azu l ( c o n t in u a )  co rre sp on de  
ao p o n to  f ix o  el ip t ic o  estave l y (  =  0. O p o n to  em p re to  em /2* 3 =  1 /2  e P  =  3 /2  co rre sp on de  
a b ifu rc a ç a o , e as lin h a s  ve rm e lh a  (p o n t ilh a d a )  e ve rde  (d u p la  p o n ti lh a d a )  co rre sp o n d e m , res­
p e c tiva m e n te , aos p o n to s  fixo s  h ip e rb ó lic o s  e el ip t ic o s  em y 2* 3 =  n  após a b ifu rc a ç a o . Em 
(b )  m o s tra m o s  as ra izes da equacão  (5 .1 0 ) , n o rm a liza d a , (1  — / / P ) 2 / / P  =  1 / ( 2 P 3) que, 
c o m p le m e n ta  a ss idu a m en te , a descricão  das m u d a n ca s  to p o lo g ic a s  no espaço de fase deste  
s is te m a .
cujas equações de m o v im e n to  correspondentes sao
*  =  p,
p  =  — X  senx — Y  cos x
X  =  se n x ,
Y  =  cos x ,
(5 .12a)
(5 .1 2 b )
(5 .12c)
(5 .1 2 d )
Logo, com o X 2 +  y 2 =  1 e p  =  —1 +  ( Y  senx — X  cos x )p ,  en tao  a in tens idade da onda, 
I , nunca se anula perm anentem ente . Observe que nada im pede que I passe por zero. De 
fa to , quando isso ocorre  a fase da onda, Ò, “sa lta ” en tre  ± n /2 .  A  tra je to r ia  com  condicao 
in ic ia l I =  0 sera apresentada e d iscu tida  em deta lhes na proxim a secao, onde analisarem os o 
co m p o rta m e n to  do sistem a no re tra to  de fase (y ,p ) .
O sistem a com  N  =  1 e in tegrave l, ta l que, resolvendo (5 .3 ) para c o s (y ) e (5 .5 b ) por 
q u ad ra tu ra  ob tem os a seguin te  equacao de p rim eira  ordem
=  2 (P  — p ) 1
H  — p 2/2  
V 2 ( P  — P)
=  2 P  — H 2 — 2p  +  H p 2 — — ,
4




que e resolvida a n a litica m e n te  em te rm o s  de funcões e líp ticas [77] . Resum idam ente, encon tra -
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se uma funçao  P  ta l que p  =  P ( t ; p0, P , H )  in teg rando  (5 .1 3 ) , e uma funcão  Y  ta l que
y  =  Y ( t ; p0, P , H ) =  A rc s e n [ -p / 2 ( P  — p )] =  A rc c o s [(p 2 — 2 H ) / ^ / 8 (P  — p )] m odu lada
Essas curvas no p lano ( P , H ) con tem  in form acões im po rta n te s  sobre a d inam ica  do sis­
tem a [81] .
As solucoes das equacoes (5 .1 5 ) no p lano ( P , H )  estão representadas na Fig. 5 .2 , 
onde a curva azul (so lida ) representa o p o n to  el íp tico  estavel em y ;  =  0 ; o p o n to  pre to  em 
( P ,H ) =  (3 /2 ,  3 /2 )  com  pQ,3 =  1 corresponde a b ifu rcacao ; a curva verm elha (p o n tilh a d a ) 
representa os parâm etros do p o n to  fixo  h ip e rb o lico  em yQ =  n ; e a linha verde ( dup lo - 
p o n tilh a d a ) esta associada ao p o n to  fix o  el íp tico  que ta m b e m  aparece em y 3* =  n , apos a 
b ifu rcacao . Observe ainda que, apos a b ifu rcaçao, para um dado va lo r de P , a energia do 
p o n to  fixo  estavel (el íp tico ) em y ;  =  0 e m enor que a energia do p o n to  fix o  h ipe rbo lico  
em y ;  =  n , e esta, por sua vez, e in fe rio r a energia do p o n to  fix o  el íp tico  em y 3* =  n . As 
m udancas topo lo g ica s  descritas pelas solucoes de (5 .5 ) na Fig. 2 .1 (a ) e por (5 .1 5 ) na Fig. 5.2 
sao apresentadas nos re tra to s  de fase da proxim a secao.
A lem  disso, para as curvas ( P , H ) , a equacao de evo lucão (5 .1 3 ) se reduz a
que pode ser resolvido em te rm o s  de funçães elem entares. Especificam ente , se 0 <  p* <  1, 
esta equaçao a d m ite  soluções de va lo r real para te m p o  real, descrevendo o m o v im e n to  na 
separa triz  do p o n to  fixo  h ipe rbo lico . Pelo co n tra rio , se p ; <  0 ou se p ; >  1, a equaçao (5 .1 5 ) 
nao te m  solucao de va lo r real, pois o p o n to  fix o  associado e el íp tico .
pelas condições de con to rno . T am bém  é possível co n s tru ir variáve is de ângu lo -ação  para cada 
t ip o  de tra je tó r ia  period ica.
Os pon tos  de equil íbrio  da Equacão (5 .1 3 ) sao de fin idos pela cond icao  p  =  p* =  cons-
ta n te , ta l que,
p=p*
0 , (5 .1 4 )
com  G (p )  o p o lin o m io  q u a rtico  no lado d ire ito  de (5 .1 3 ) . Resolvendo (5 .1 3 ) para os valores 
dos parâm etros H  e P , encon tram os curvas, pa ram etricam en te , dadas por
(5 .1 5 )
(5 .1 6 )
78
p (p *)
F IG U R A  5 .2  -  C urvas, p a ra m e tr ic a m e n te , no p la n o  ( P ,H )  ca lcu la d a s  a p a r t ir  das Equações (5 .1 5 ) . A  linh a
c o n tín u a  azu l representa  a so lu ca o  estáve l no p o n to  f ix o  y 3 =  0. A s  cu rva s  ve rm e lh a  e ve rde  
co rre sp o n d e m  as so lucões de e q u ilíb r io  nos p o n to s  fixo s  h ip e rb ó lic o  e e líp t ic o  em y | 3 =  n , 
após a b ifu rc a c õ o , a qua l o co rre  em ( P ,H ) =  (3 /2 ,  3 /2 )  com  p| 3 =  1 e esta represe n tada  pelo 
p o n to  p re to  na f ig u ra .
5.2 Análise  num érica com p u ta c io na l da d inâm ica  no espaço de fase da partícu la
C onform e descrevemos na seção an te rio r, a variacão de P  im p lica  em d ife ren tes to -  
po log ias no espaço de fase do sis tem a, onde a in te ração  o nda -pa rtícu la  ocorre  s ingu la rm ente  
em cada dom  ínio. As tra je tó r ia s  no espaco (y ,p ) ,  m odu ladas em y  =  x  — B m od 2n , te m  va lo r 
de H  e P  constan tes ao longo de to d a  a iteracão.
A  F igura 5.3 m ostra  o co m p o rta m e n to  do sistem a para d ife ren tes valores (co n s ta n te ) 
do m om en to  linear to ta l P . Nesta abordagem  a in tens idade da onda, I , deve ser pos itiva , 
de m odo que p  <  P  . N o  e n ta n to , con form e dem onstram os na seçao a n te rio r a in tensidade 
da onda pode passar por zero, mas nunca perm anecera nula pois o sistem a em questão e 
conserva tivo .
A  tra je to r ia  preta em to d o s  os paineis da F igura 5 .3 , representa a condiçao in ic ia l 
pela qual a in tens idade de onda se anula m om entaneam ente , ou seja, I =  0. Ta l fenôm eno 
e fis icam ente  ace itave l, v is to  que a ordenada P  para p  nao corresponde a um co n tín u o  de 
valores para y , uma vez que a Equacao (5 .5 a ) nao te m  sen tido  se co sy  =  0. Assim , apenas 
abscissas com  y  =  ± n / 2  sao pe rm itida s  quando I =  0, e en tão  a fase da onda, B, e na verdade 
inde fin ida . Mas a d inam ica  e bem de fin ida  nas variave is cartesianas ( X , Y ), e, se a onda se 
anula em a lgum  m om en to , en tao  X 2 +  Y 2 =  1 im plica  que I nao pode perm anecer zero, ou seja, 
o po tenc ia l ag indo  na partícu la  nao pode perm anecer nulo. Na realidade, com o a posicao da 
partícu la  e uma funcao  suave do te m p o , o que ocorre  quando I  se anula (m o m en taneam en te ) 
e que a fase da onda sa lta  en tre  x  — n / 2 e x  +  n / 2 , e a tra je to r ia  no espaco das variaveis 
( y  ,p ) tra n s ita  a traves desta conexao com  p  =  0 e  p  =  —1, de m odo que o va lo r p  =  P  e um
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(a ) (b )
(c ) (d )
(e ) ( f )
F IG U R A  5 .3  -  R epresen tação  da d in â m ica  no espaco de fase da p a rt ícu la  para o caso com  N  =  1 . Os pa ine is  
(a ) e (b )  m o s tra m  a to p o lo g ia  do  espaco de fase para P <  3 /2  (a n te s  da b ifu rc a ç ã o ). P aine l (c ) 
m o s tra  o v a lo r de P  =  3 /2 ,  para o q ua l o s is tem a  apresen ta  um a b ifu rc a ç a o  do  t ip o  s e la -ce n tro . 
O pa ine l (e ) m o s tra  a d in a m ica  para um  v a lo r especia l do  p a ra m e tro  P  =  3 / 4 1 /3 , para o q ua l, 
a t ra je to r ia  que c o n te m  I =  0 co in c id e  com  o ra m o  su p e rio r da s e p a ra tr iz  do  p o n to  X , e, o 
pa ine l ( f )  m o s tra  a d in a m ica  apos a b ifu rc a c a o  g lo b a l do  s is tem a .
m áxim o local nao degenerado de p  ao longo da tra je to r ia .
De acordo com (5 .3 ) , a tra je to r ia  com condicao in ic ia l I =  0 possui energia igual a
H  =  P Q/2 .  O “ sa lto ” da fase de n , tro ca  ins tan taneam ente  as localizacoes do vale e cris ta  do 
p o tenc ia l da onda. Esse m ecanism o esta, substanc ia lm en te , re lacionado ao su rg im en to  de caos 
em sistem as com  mais de uma p a rt ícula [75] . Observe ainda que, para os valores de P  <  3 /2 , 
Figs. 5 .3 (a ) e 5 .3 (b ) , a tra je to r ia  preta separa o re tra to  de fase em dois dom  Inios d iferentes, 
ta is  que vem os tra je to ria s  fechadas g irando  em to rn o  do p o n to  f ix o  el íp tico  (em  y  =  0 ) e 
tra je to r ia s  abertas g irando  em to rn o  do c ilin d ro  ( y  mod 2 n ). De fa to , com o ja  d iscu tim os na 
secao an te rio r, o p o n to  fixo  em y  =  0 te m  sempre estab ilidade  el íp tica  independentem ente  do 
va lo r do m om en to  to ta l P , de m odo  que a d inam ica  do sistem a em to rn o  do p o n to  el íp tico  e 
representado por tra je to r ia s  fechadas. Em te m p o  con tínuo , isso s ign ifica  que a partícu la  oscila 
no po tenc ia l estavel da onda. As tra je to r ia s  abertas representam  o m o v im e n to  bal Istico, ou 
seja, quando a partícu la  nao in terage e fe tivam en te  com  a onda.
Seguindo a sequencia dos painéis na F igura 5 .3 , observa-se que con form e o va lo r 
do pa râm etro  P  aum enta , as tra je to r ia s  vão sendo deform adas a medida que se aprox im am  
do p o n to  fixo  h ipe rbo lico  y  =  n . Isso s ign ifica  que, devido  ao aum e n to  de P  a pa rt ícula 
ganha posiçoes em relacao ao po tenc ia l. De m aneira geral, a de fo rm acão das tra je to ria s  (em 
d ireçao ao p o n to  h ip e rb o lico ) ind ica que a tro ca  de m om en to  o nda -pa rtícu la  ocorre  em escalas 
te m p o ra is  d ife rentes, o que corresponde aos d ife ren tes dom  ínios no espaco de fase.
O painel 5 .3 (c ) , m ostra  a to p o lo g ia  do espaco de fase quando P  =  3 /2 .  Em con- 
cordancia com  o que d iscu tim os na seçao an te rio r, para esse va lo r do pa râm etro  P  o sistem a 
passa por uma b ifu rcacão  do t ip o  se la -cen tro , na qual, um  par de pon tos  fixos, a saber, el íp tico  
e h ip e rb o lico  coalescem. A  tra je to r ia  ass in to tica  ao p o n to  de b ifu rcacao  e representada pela 
linha verm elha na Fig. 5 .3 (c ) .
Por consegu in te , o painel 5 .3 (d ) m ostra  o espaco de fase da pa rt ícula para P  =  
1,8 >  3 /2 .  Em concordância  com  a analise q u a lita tiva , observam os dois t ip o s  d ife ren tes de 
estab ilidade  na mesma coordenada de p o n to  fix o  y  =  n . O p o n to  f ixo  superio r e el íp tico , 
c ircundado  por o rb ita s  g irando  no sen tido  a n ti-h o râ rio  no re tra to  de fase (ilhas  em y  =  n ) .  
O p o n to  fixo  in fe rio r e h ipe rbo lico , e o ram o in fe rio r de sua separa triz  ( tra je to r ia  ve rm elha) 
v ira  (para a esquerda) em to rn o  do c ilin d ro : quando t  ^  —ro , a partícu la  deixa a cris ta  do 
p o tenc ia l da onda, ela passa na parte  in fe rio r do po tenc ia l da onda quando a onda te m  sua 
m a io r a m p litu d e  e a ss ín to ta3 novam ente  a proxim a cris ta  do po tenc ia l de t  ^  + r o ,  de fo rm a
q ue J - T  y ( t  ) d t  =  —2n
O ram o superio r da separa triz  ( tra je to r ia  preta em 5 .3 (e )) fo rm a , para 3 /2  <  P  <
3 / 4 1/3, um loop a n ti-h o râ rio  em to rn o  do p o n to  fix o  el íp tico , com  co s (x  — 9) sempre negativo:
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3A  ass ín to ta  de um a cu rva  h ip e rb o le  e um  p o n to  ou um a cu rva  de ond e  os p o n to s  da h ip e rb o le  se a p ro x im a m  
a m e d ida  que  se p e rco rre  a h ip e rbo le .
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a p a rtir  de t  ^  —ro , a partícu la  deixa a cris ta  do po tenc ia l da onda, passa novam ente  na 
mesma cris ta  do po tenc ia l da onda quando a onda te m  sua m enor a m p litu d e  e assíntota  
novam ente  a mesma cris ta  do po tenc ia l de t  ^  + r o ,  de fo rm a  que y ( t ) d t  =  0 .
A  Fig. 5 .3 (e ) m ostra  ainda que para um va lo r específico do pa râm e tro  P : quando 
P  =  3 /4 1/ 3, a tra je to r ia  cu ja  in tens idade da onda e nula pertence a separa triz , ou seja, 
passa a ss in to ticam en te  ao p o n to  h ip e rb o lico -X  ( y  =  n , pc\ J 2 (P  — pc) =  1). A  tra je to r ia  que 
representa este caso te m  energia H  =  P 2/2  (fazendo I =  0 na H a m ilto n ian a  (5 .3 )), e essa 
energia ta m b e m  deve ser igual a energia do p o n to  X , ou seja,
H  =  p 2 /2  +  V 2 ( P  — Pc), (5 .1 7 )
onde pc e a coordenada m om en to  do p o n to  X , o b tid a  resolvendo a cond icão  pc\ J 2 (P  — pc) =  
1. Assim ,
P 2 =  pc2 + 2 ^ 2 ( P  — Pc)
=  pc2 +  2 /p c , (5 .1 8 )
e a condicão do p o n to  X  im p lica  que
P  =  pc +  1 / (2p2), (5 .1 9 )
de fo rm a que,
pc2 +  1 / pc +  1/ (4pc4) =  pc2 +  2 / p o  (5 .20)
ou seja,
pc =  4 - 1/ 3, e P  =  3 /4 1/ 3. (5 .2 1 )
C om o este re tra to  de fase conecta dois pon tos d is tin to s  (o  p o n to  I =  0 e o p o n to  X ), en tao 
o sistem a passa por uma b ifu rcaçao  g lobal neste va lo r de P  =  3 /4 1/ 3.
Para P  >  3 /4 1/ 3, F ig .5 .3 ( f ) , o ram o superio r da separa triz  se envo lta  ao redor do 
c ilin d ro  (para a d ire ita ): de t  ^  —ro , a partícu la  deixa a cris ta  do po tenc ia l, passa na parte 
estavel do po tenc ia l quando a onda te m  sua m enor a m p litu d e  e assín to ta  a proxim a cris ta  do 
p o tenc ia l para t  ^  + r o ,  de fo rm a  que y ( t ) d t  =  2n . A lem  disso, para P  >  3 /4 1/ 3, a 
linha preta con tendo  os pon tos  com  I =  0 separa dois dom  Inios: acim a dele, as tra je to ria s  
c ircu la m  no sen tido  a n ti-h o râ rio  em to rn o  do p o n to  f ix o  el íp tico  em y  =  n , enquan to  as 
tra je to r ia s  envolvem  o c ilin d ro  (a d ire ita ) en tre  ele e o ram o superio r da separa triz .
C A P ÍT U L O  6 -  C a o s  e m  b a ix a  d im e n s ã o : s is te m a  c o m  d u a s  p a r t íc u la s
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Neste cap ítu lo  d iscute-se a in te racao  a u to cons is ten te  com  duas partícu las (N  =  2) 
e uma onda ( M  =  1). Neste caso a in teg rab ilidade  e perd ida e, en tao  o sistem a e prop ício 
ao su rg im en to  de caos, uma vez que a separa triz  de sistem a H a m ilto n ia n o  nao-in tegrave l e 
cao tica  [53] . A lem  do caos de separa triz , tip ica m e n te , esperado para esse t ip o  de sis tem a, 
de tectam os ta m b e m  o su rg im en to  de m o v im e n to  ca o tico  nas proxim idades do p o n to  fixo  
el íp tico  (estave l) para o regim e de energia negativa (H  <  0 ). Para sistem as o n d a -p a rt ícula 
a d inâm ica  cao tica  na v iz inhança  do p o n to  fix o  estavel nao e esperada, pois no regim e com  
H  <  0 as partícu las, a p rin c ip io  deveriam  osc ila r no po tenc ia l estavel da onda. No en tan to , 
nossas analises m ostram  que nesse regim e de energia, o su rg im en to  de caos ocorre  devido a 
sensib ilidade na condiçao in ic ia l das ve locidades re la tivas das partícu las. N o regim e de energia 
p o s itivo  H  <  0 m ostram os o co m p o rta m e n to  cao tico , denom inado  caos de separa triz . Isso 
decorre do fa to  de que, na regiao da separa triz  as d is tânc ias entre  as ressonâncias são m u ito  
pequenas, de m odo  que, para pequenos valores de pe rtu rbacao  o sistem a e, rap idam ente , 
conduz ido  ao regim e ca o tico  [53] .
6.1 Caos: aspectos gerais
O estudo e caracte rizacao  de caos e la rgam ente  u tiliz a d o  para o e n te n d im e n to  de 
diversos co m p o rta m e n to s  presentes na d inam ica  de varios sistem as físicos. Fenômenos cao ticos 
ja  fo ram  id e n tificados  em p ra ticam en te  todas  as areas da ciencia e engenharia, com o por 
exem plo, no m o v im e n to  dos p lanetas [82] , ep idem ias [83] , populacoes m utave is  de insetos [8 4 , 
85] , na in te racao  onda -pa rtícu la  [8 6 ,87] , na d ifusao [88] e tra n sp o rte  anôm alo  de partícu las [89 ] 
em sistem as H a m ilto n ian o s  [90 ] en tre  ou tros .
Em sistem as cao ticos  de te rm in  ís ticos1, as medicães fe ita s  no estado de um sistem a 
em um dado te m p o  podem  nao p e rm itir  que facam os prediçães da s ituacão  fu tu ra , indepen­
den tem en te  do fa to  das equacoes que governam  o m o v im e n to  do sistem a serem conhecidas 
exa tam ente  [91] . O caos d e te rm in is ta  e sempre associado a um sistem a nao linear, is to  e, a 
nao linearidade e uma cond icao  necessaria para o caos, mas nao su fic ien te . O caos ocorre  
quando o sistem a depende, de um m odo  sens ível de seu estado a n te rio r [57] .
Uma das p rinc ipa is  ca racte rís ticas pe rtinen tes  a sistem as cao ticos  e a im prev is ib ilidade  
q u an to  ao estado fu tu ro  do sistem a. Essa ca racte rís tica  esta d ire ta m e n te  re lacionada a de- 
pendencia sensível nas condicoes in icia is, ou seja, dadas duas condiçoes in icia is, a rb itra riam e n te
1Caos d e te rm in  ís tico  re fere-se  ao m o d o  que um  s is tem a  e vo lu i de um  in s ta n te  ao se g u in te , no  q ua l, o 
s is tem a  a tu a l depende  daque le  que a cabou  de passar de um m o d o  bem  d e te rm in a d o  p or m e io  das leis da 
fís ica . N ão  se t ra ta  de m o v im e n to s  a le a tó rio s , no q ua l, o s is tem a  a tu a l nao  possui conexao  causal com  o 
a n te r io r  [91 ] .
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proxim as, apos um per íodo de te m p o  su fic ien te  o s istem a pode ser conduz ido  a solucoes com ­
p le tam ente  d ife rentes. Uma fo rm a , tra d ic io n a lm e n te , e fic ien te  de m ed ir a dependencia sens ível 
das condicoes in ic ia is  e a traves do cham ado expoente  de Lyapunov  [5 2 , 5 3 , 57] .
De m odo s im p lifica d o , o m e todo  do expoente  ca rac te rís tico  de Lyapunov, representa 
o coe fic ien te  do cresc im ento  exponencia l m edio por un idade de te m p o  en tre  dois estados 
do sistem a. Para um sistem a específico, existem  ta n to s  exponentes de Lyapunov q u an to  o 
num ero de variave is [57 ] . Assim , se considerarm os um sistem a com  uma variave l (e, p o rta n to , 
um expoente  de Lyapunov) com  dois estados in ic ia is que d ife rem  por uma quan tidade  pequena 
x 0 e x 0 +  e, o o b je tivo  e, en tao  investigar os eventua is valores de x n apos n in terações. Essa 
d iferença en tre  os dois valores e dada, ap rox im adam ente , por dn ^  eenA, onde se o va lo r 
de À fo r negativo , en tao as o rb ita s  irâo, even tua lm en te  conve rg ir [91] . Por o u tro  lado, se À 
fo r pos itivo , as tra je to ria s  d ivergem  e, en tao  o sistem a apresenta ca racte rís tica  de solucoes 
caoticas.
6.1.1 Secao de Poincare
Uma fo rm a usual de s im p lifica r a descricão de sistem as d inôm icos da-se atraves das 
cham adas secoes de P o in ca rí, cu jo  nome e uma hom enagem  ao c ie n tis ta  frances Jules H. 
Poincare (1854-1912 ) que em 1899 fo i o p rim e iro  a u tiliz a r ta is  secoes no estudo  do problem a 
de três  corpos [9 2 , 93] . As secoes de Poincare equiva lem  assum ir uma visao estroboscop ica  do 
espaço de fase, de m odo que, even tua lm en te , possamos v isua lizar tra je to ria s  quase-period icas 
sobre to ros  na fo rm a  de ilhas de regularidade e caos [5 2 , 5 3 , 57] .
As p rinc ipa is  vantagens na u tilizaça o  das seçoes de Poincare consistem : reducao d i­
m ensional, de m odo que, a traves das secoes de Poincare reduzim os um espaco de fase N - 
d im ensiona l a um espaço de (N  — 1)-d im ensao, e lim inando  uma variavel do prob lem a o rig i­
nal [92] ; estudar a d inam ica  g lobal do sistem a, uma vez que, em sistem as com  baixa d im ensi- 
onalidade, a in tegraçao  num erica das equacoes d ife renc ia is  do problem a o rig in a l representa a 
d inam ica  g lobal [92 ] . A lem  disso, a c la ridade conce itua l pe rm ite  que conce itos físicos, d ifíce is de 
serem visua lizados no espaco de fases o rig in a l do sis tem a, to rnam -se  claros quando analisam os 
atraves das secoes de Poincare.
A  construçao  de uma secão de Poincare pode ser realizada seguindo o p roced im en to  
apresentado a seguir: seja um flu xo  N -d im ensiona l descrito  por equacoes d ife renc ia is  da
fo rm a d x / d t  =  F (x ) .  Sobre o espaco gerado pelas equaçoes d ife renc ia is  e constru  ída uma 
h ipe r-superfíc ie  Q. M arcam os então, os sucessivos fu ros  que uma de te rm inada  tra je to r ia , sem­
pre no mesmo sen tido , produz na superfíc ie  Q, con form e apresentado na F igura 6 .1 . Os pontos 
x n, x n+1 e x n+2 representam , respectivam ente , a p rim e ira , segunda e te rce ira  vez que a tra -
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F IG U R A  6.1 -  R ep rese n ta ção  g e o m é tric a  de um a seção de P o in ca re  f ixa d a  no espaco de fase o r ig in a l g e rado  
pelas equações d ife re n c ias . F ig u ra  p ro ve n ie n te  da re fe ren c ia  [9 4 ] .
je to r ia  transpassa a h iper-superfíc ie  Q. Neste caso, o mapa de Poincaré é o b tid o  sim plesm ente
considerando-se a in terseccão da tra je tó r ia  com  o p lano Q [95] .
6 .1 .2  Espectro  de potencia
Uma das ca racte rís ticas pe rtinen tes  aos m ov im en tos cao ticos esta associada aos sinais 
irregulares e aperiod icos [45 ] . No e n ta n to , em certos casos a d is tincao  en tre  sinais m u ltip la - 
m ente period icos e sinais cao ticos  nem sempre e tr iv ia l [96] . Uma fo rm a  convenien te  de m edir 
a period ic idade  de um ce rto  sinal x ( t ) ,  por exem plo, e a traves da trans fo rm ada  de Fourier,
x  (w ) =  lim  í  d te /wíx  ( t ) ,  ( 6 .1)T J 0
onde x ( t ) ind ica o peso re la tivo  com  que a frequencia  w esta presente no sinal x ( t ). Nesse
sen tido , o espectro  de po tenc ia  P (w ) e dado por:
P  ( w ) =  |x  ( u ) | 2. (6 .2 )
Em suma, a analise de sinais te m p o ra is  a traves dos espectros de po tencias sao caracterizados 
por de te rm inados co m p o rta m e n to s  ca racte rísticos. Por exem plo, um sinal pe riod ico  quando e 
analisado atraves do espectro  de po tenc ia , alem  do pico em 2 n / T  co rrespondente  ao período 
do sinal, m ostra  ta m b e m  a presenca de picos menores correspondentes aos harm ônicos do 
período T , ou seja, 4 n / T  , 6n / T , ■ ■ ■, 2 n n / T  [96] .
O caso onde o sinal e co m p o sto  por duas frequencias incom ensuraveis (razao  entre  
as frequencias e um num ero irra c io n a l) ca racte riza  um espectro  ainda mais com p licado , no 
qual, alem  dos picos re la tivos aos seus períodos, apresentam  ta m b e m  picos nas seguintes
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frequencias [96 ] :
(Mj =  | m i^ i  +  m 2 ^2 1, (6 .3 )
onde m 1 e m 2 sao in te iros  a rb itra rio s  e m 1 e m 2 sao as duas frequencias do sinal. Ja o caso
de um sinal ca o tico  (que e aperiod ico ) e caracte rizado  por um espectro  de po tenc ia  ru idoso e
com  bandas largas, ta l que nao apresenta picos bem de fin idos [96 ] .
6.2 H a m ilto n ian a  da in te raçao  para N = 2 , M = 1
Para escreverm os a H a m ilto n ian a  da in te racao  para N  =  2, M  = 1 ,  re tornem os a
H a m ilto n ian a  o rig ina l (4 .1 0 ) que apresentam os no cap ítu lo  4 ,
N 2 M N M
H N ’M =  ^  ^  U ° j — £ kj  1@ j\f27j  cos(kj x r — 9j ) . (6 .4)
r=1 j =1 r=1 j =1
Logo, para o caso com  N  =  2, M  =  1, a funcao  H a m ilto n ian a  que descreve a in te racao
a u to cons is ten te  o n d a -p a rt ícula e, en tão dada por
2 2
H  =  p 1 +  p 2 +  ímqÍ — £ V 2 Í  [cos(x1 — 9 ) +  cos(x2 — 9 )], (6 .5 )
onde, con fo rm e d iscu tim os na secao 4 .3 , uma tra n s fo rm a ca o  de G alileo nos p e rm ite  co loca r o
sistem a no re ferencia l da onda, ta l que possamos d e fin ir =  0. Assim , ficam os com
2 2
H  =  p 1 +  p 2 — £ ^ 2 7  [cos(x1 — 9) +  cos(x2 — 9 )]. (6 .6)
A gora, red im ensionando to da s  as variave is com o t '  =  À -  1t , x '  =  x , 9' =  9, p  =  Àp,
I ' =  À l , P ' =  À P , X '  =  À1/ 2X , Y ' =  À 1/2Y , H ' =  À2H  ob tem os, entao, que o pa râm etro  de 
a cop lam ento  £ ta m b e m  pode ser red im ensionado por £  =  À3/2£. Com  isso, ficam os com  três 
casos possíveis, cond ic ionados a £, ou seja,
a) se £ =  0 : o sistem a esta desacoplado;
b) se £ =  1: o acop lam en to  te m  forca u n ita r ia  e favorece x 12 ~  9 energe ticam ente ;
c) se £ =  —1: o acop lam en to  te m  força u n ita r ia  e favorece x 12 ~  n + 9  energeticam ente , 
mas isso pode ser absorv ido na m udanca de variave l 9 ' =  9 +  n .
P o rta n to , o m ode lo  e co m p le ta m e n te  pa ram etrizado  pela energia to ta l H  e m om en to  to ta l 
P  =  p 1 +  p2 +  ( X 2 +  Y 2) / 2  para £ =  1. Entao, p a rtir  daqu i, a descriçao serâ realizada 
considerando o a cop lam ento  para o caso com  £ = 1 .  Uma fo rm u lacao  H a m ilto n ian a  sem elhante
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fo i considerada por del C as tillo  N egrete e F irpo  [7 5 ,78] , no qual o acop lam en to  o n d a -p a rt ícula 
e dado de fo rm a d ife ren te . Dessa fo rm a , nossos resu ltados com p lem en tam  os o b tido s  por eles.
Para o sistem a M  =  N  =  1, o fa to  de que a in tens idade da onda deve ser pos itiva  
im p licou  que o m om en to  da partícu la  p  fo i d e lim ita d o  por P . Com  duas partícu las, o m om en to  
to ta l P  nao define lim ite s  no m om en to  ind iv idua l para uma unica pa rtícu la , ta l que, aqui a 
soma do m om entos das partícu las p 1 +  p2 que deve ser d e lim itad a  por P .
Para valores fixos do m om en to  to ta l P , escrevemos, entao, a funcao  H a m ilto n ian a  
em te rm o s  de (y 1, y 2, p 1, p 2), com  I =  P  — p 1 — p 2 e y r =  x r — B com o
onde H  e P  sao constan tes de m o v im e n to  independentes, com  H  co rrespondente  a energia 
to ta l do sistem a.
A  p a rtir  da funcao  H a m ilto n ian a  (6 .7 ) ob tem os que as equacoes de m o v im e n to  do 
sistem a sao dadas por
N o te  que o caso com  N  =  1 e recuperado considerando-se a con figuraçao  com  
y 1 =  y 2 e p 1 =  p2 e reescalonando te m p o , energia e constan tes de a cop lam ento  concordando 
com  a  =  P / 2 .
6.3 D efin icoes pre lim inares para construçao  da seçao de Poincare
A  H a m ilto n ian a  do sistem a com  N  =  2 (6 .7 ) estabelece que a d inam ica  o rig ina l 
da H a m ilto n ian a  te m  três  graus de liberdades, com  espaco de fase (T  x  R )2 x  R 2, onde as 
partícu las evo luem  no c ilin d ro  T  x  R  e o osc ilador ha rm ôn ico  (que representa a onda) evo lu i no 
plano R 2. C om o o m om en to  linear to ta l, P , e a energia to ta l,  H , sao constan tes de m o v im e n to  
independentes, entao, a d inam ica  fica  re s trita  a variedade quadrid im ensiona is , p o rta n to , nao 
ha com o ob te r, d ire ta m e n te , a secão de Poincare para um sistem a 4 -d im ensiona l.
A n tes  de apresentar o p roced im en to  que rea lizam os para a construcao  da secao de 
Poincare, p rim e iro  vam os fazer um  adendo acerca das condições de co n to rno  requeridas para 
este caso, a p a rtir  de (6 .9 ) dada a trans fo rm acao  Galileana que consideram os. Observe que se 
w0 >  0 a H a m ilto n ian a  (6 .9 ) deve obedecer a seguin te  cond içao  de con to rno : | co s (x1 — B) +
2 2
H  =  2 +  2 -  V 2 (P  -  P i -  P2 ) (c o s y i  +  co s >2 ), (6 .7 )
cos y i  +  cos y 2
(6 .8)
Pr =  -V2(P  -  p i -  P2) senyr , (6 .9 )
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cos(x2 — 0) |, ta l que
H  >  p2- ± P2 — 2 V 2 7  +  w » /,
=  p ? _ f p |  +  w» í  ̂ 2 / — 2  V  — 2 . (6 .10)
2 2 y  uo J  wo
E nquan to  que o caso com  w0 <  0 a H a m ilto n ian a  (6 .9 ) não e lim ita d a  a cond içao  de co n to rno
escrita  acim a, de m odo  que, nesse caso e possível que x i  =  x 2 =  0 e p i =  p2 =  0 para /
a rb itra ria m e n te  grande. Então, H  =  w0/ — 2 v / 27 ^  w  quando / ^  w .
No en ta n to , com o P  e fixo , en tao a H a m ilto n ian a  (6 .9 ) e d e lim itad a  atraves da
cond içao  de co n to rn o  w0 <  0 , ta l que
H  >  — 2 V 2 7  +  w » /,
=  ( p i  +  P2)2 +  ( p i +  p2)2 — 2 ^ V ( P  — (P i +  P2))  +  w o [P  — (P i +  P2)],
(6 .11)>  (P -  ̂ P ) 2 ^ ^ \ / (P  — (p i  +  p2) )  +  w0[P  — (p i  +  p 2)],4
onde os dois u ltim o s  te rm o s nao podem  d ive rg ir mais rap ido  que o p rim e iro , uma vez que P  e 
lim ita d o  pela cond icão  de con to rno . Esse adendo m ostra  o quao im p o rta n te  e a conservacao 
do m om en to  to ta l P  nesta abordagem . Em adicao, en fa tiza  ta m b e m  com o a nocao de energia 
depende do re ferencia l do observador, ou seja, uma trans fo rm açao  de G alileo m uda o m odelo  
de H  pela condição de co n to rn o  para qua lquer P  (com  w 0 >  0) para H  com  cond icao  de 
co n to rn o  cond ic ionada  em um P  fixo .
A  discussao acim a estabelece que a in tersecçao das superfíc ies de energia e m om en to  
to ta l sao com pactas  para cada ( H , P ), para qua lquer w0 fixo . E fe tivam en te , as coordenadas 
genera lizadas (x i , x 2, 0) te m  alcance sobre um 3 -to ro . Os m om entos genera lizados devem 
sa tis fazer as desigualdades acim a, im p licando  que nem p i  nem p2 podem  d ive rg ir e, assim, 
/ =  P  — p i  — p2 nao pode d ive rg ir tam bem .
Para v isua lizar o m o v im e n to  do sistem a atraves de uma secao de Poincare, p rim e ira ­
m ente de fin im os novas variave is em te rm o s dos m ov im en tos re la tivos, da seguinte  fo rm a
_  (y i  +  y2) _  (y i  — y2)
Zi =  2 , Z2 =  2 ,
w , =  (p i  +  P2) , w2 = ( p i  — P2) .
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ta l que os co lchetes de Poisson sao dados por
[ f ,  g ] =  d P1 f  dY1 g  — dY1 f  d P1 g  +  d P2 f  dY2 g  — dY2 f  d P2 g
=  ^ (d w 1 f  dz1 g  — dz1 f  5^1 g  +  f  d Z2g  — dZ2 f  õ W2g ) ,  ( 6 .12)
e, en tão as equacoes canonicas e H a m ilto n  com o
g  =  [H , g ] =  (d w!H2 ) dZ1 g  — (d z !H2 ) d W1 g  +  (d W2H2 ) dZ2g — (d Z2H2 ) d W2g. ( 6 .13)
M ais especificam ente , escrevemos as Equacoes de m o v im e n to  do sistem a nas novas variaveis 
com o
cos(z1 +  Z2) +  cos(z1 — Z2)
z1 =  w1 + --------------
V  4 (a  — W1)
cos Z1 cos z2 f  .
=  W1 +-------  , (6 .1 4 )
V a  — w1
z2 =  w2, (6 .1 5 )
w  =  s e n (z 1 + z2) + sen(z1 — z2)
=  —2yJ0  — w1 senz1 co sz2 , (6 .1 6 )
. / — ------------ t  sen (z1 +  z2) — sen(z1 — z2)
W2 =  —\ / 4 (a  — W1) -----------------------2-----------------------
=  —2yJa  — w 1 co s z1 senz2 . (6 .1 7 )
N o te  que as novas variáve is (w 1, w2, z1, z2) nao sao canon icam ente  equiva len tes as 
o rig ina is , uma vez que o co lchete  de Poisson e red im ensionado por 1 /2 , no en ta n to , a quan­
tid a de
W 2 W 2
E  =  H / 2  =  - 2  +— 22—  V a  — W1 (co s (z1 +  z2) +  cos(z1 — z2)) ,
2 2  W f W2 ,_______
=  —  +  —---2yJ a  — w1 cos z1 cos z2, (6 .1 8 )
desem penha o papel de uma H a m ilto n ian a  nessas novas va riíve is , pois a d ife renc ia l da acao 
do sistem a pode ser escrita  com o
dS  =  ^  p r d x r +  I dB — H  d t
r
=  ^  p r dyr +  P  dB — H  d t
r
=  2 w r dzr +  a  dB — E  d t^  . (6 .1 9 )
Observe que E  =  H /2  e a energia por pa rtícu la , assim com o a  =  P /2  e o m om en to  por 
partícu la .
As condições de co n to rno  period icas y r =  y r +  2 n  m od (2 n )  im p lica  que o espaco de 
con figuracao  e um to ro , cu ja  co b ertu ra  deste to ro  seja dada por celulas na fo rm a  z r =  z r +  2n  
m od (A r ). No en ta n to , para um d e te rm inado  A r , um  co n ju n to  com  A , =  A 2 =  n  nao e 
consis ten te  para am bos z , e z2. Assim , por a fin idade , de fin im os A ,  =  A 2 =  2n , o que im plica  
que as novas celulas te m  uma area duas vezes m a io r que as o rig ina is  e, p o rta n to , dois pontos 
na celula (z ,,  z2) correspondem  a um unico p o n to  em (y i , y 2).
6 .3.1  Localizacao da Secao de Poincare para o sistem a com  N = 2
Para as analises do caso com  duas partícu las, de fin im os a seçao de Poincare em 
z2 =  y ,  — y 2 =  0 mod (2n ) ,  de m odo que para um dado a , um  p o n to  (z ,,  w ,)  na secao pode 
corresponder a d ife ren tes superfíc ies de energias E , dependendo de w2. Podem os observar que, 
quando am bas as partícu las te m  o mesm o (p , y ) =  (p , ,  y , )  =  (p 2, y 2), o sistem a te m  o mesmo 
co m p o rta m e n to  que no caso com  apenas uma pa rtícu la , N  =  1, apenas com  o dobro  de massa 
e da constan te  de acop lam ento . Isso gera uma fam ília  de solucães para o caso com  N  =  2.
No en ta n to , precisam os nos a te n ta r que para N  =  2 tem os, tam bem , um w2 a rb itra rio , 
ta l que a energia e dada por
E  =  E i +  w2 /2 ,  (6 .2 0 )
de m odo que o caso de duas partícu las possui uma energia excedente, em relacao ao caso com  
N  =  1. Assim , com o E  em (6 .2 0 ) e uma quan tidade  conservada, entãao, esse excesso de energia 
w2 / 2 que aparece no sistem a com  duas partícu las pode ser to m a d o  com o uma pe rtu rbação  
ad ic iona l ao sistem a que, por sua vez, esta re lac ionado ao su rg im en to  de tra je to r ia s  caoticas 
na seçao de Poincare.
Em (6 .2 0 ) ,
E , =  w i2/ 2 — 2V a  — w , c o s z , ( 6 .21)
para z2 =  0 .
As tra je to r ia s  com  z2 =  0, w2 =  0 aparecem  na secão de Poincare z2 =  0 num  dom ín io  






(6 .2 3 )
(6 .2 4 )
(6 .2 5 )
ôZ2
5 w2
—2 \J  o  — W1 senz1, 
Sw2,
— ( 2V  o  — w1 cos z1) í z 2.
Observe que a d inam ica  em (z 1, w 1) e d om inan te , enquan to  que a d inam ica  em (z2, w2) e 
dependente (s lave ). Na realidade, uma expansao de T ay lo r para c o s Sz2 = 1  — ( í z 2) 2/2  +  ... 
evidencia que Sz2 nao pode “aparecer” na d inam ica  de (z 1, w1).
Se a tra je to r ia  (z 1, w 1) perm anecer con finada  na banda de co s z1 >  0 (ou —n /2  <  
z1 <  n / 2), en tão uma pequena pe rtu rbaçao  ( í z 2, Sw2) obedece a uma equação de evolução 
linear com  coe fic ien tes period icos no te m p o , t ip o  coe fic ien tes de H ill, í z 2 =  — g ( t )S z 2, com  
uma funcao  g ( t )  pos itiva . Em bora possa haver ressonancias para a lgum as dessas tra je to ria s  
(z 1, w1), a pe rtu rbacão  perm anece lim ita d a . C om o verem os na F igura 6 .2 , na seçao de Poincare 
observam os to ros  K A M  “ in ta c to s ” nesse in te rva lo , com  E  — E1 de fin ida  com o positiva  para 
cos z1 >  0 .
Por o u tro  lado, quando a tra je to r ia s  (z 1, w 1) en tra  no dom  Inio de co s z 1 <  0, ou seja, 
no in te rva lo  de —n /2  <  z 1—n  <  n / 2 , en tao  a pe rtu rbaçao  obedece a cond içao  í z 2 =  — g ( t )S z 2 
com  uma funcao  g ( t )  negativa. P o rta n to , nesse in te rva lo  a pe rtu rbacao  e am p lificada  e, 
con form e z1 se aproxim a de n , o sistem a deixa o regim e linear. Isso s ign ifica  que, com o 
co sz2 não esta mais pe rto  de 1 , entao, o m o v im e n to  re la tivo  (z2, w2) rea lim enta  as variaveis 
“ d om inan tes” . Tal processo gera caos fa c ilm e n te  e pode-se esperar que, em breve, a tra je to r ia  
passara nas proxim idades de z1 «  n , ou seja, do p o n to  h ipe rbo lico . Esse co m p o rta m e n to  
ca o tico  para tra je to r ia s  pertencen tes a banda com  c o s z1 <  0 , ja  e esperado, uma vez que a 
separa triz  para o caso nao-in tegrave l N  =  2, e caotica .
A  tra je to r ia  (z 1, w 1), que se aproxim a de w 1 =  o , ta m b e m  tende  a se co m p o rta r 
cao ticam en te , porque esta tra je to r ia  corresponde a I =  0 , e neste caso o angu lo  z 1 “sa lta ” 
espon taneam ente  de n  e luc idando a reversao de sinal de am bos X  e Y  quando a onda passa 
pela a m p litu d e  nula. Entao, largura da ressonancia (ou can to  do o lho  do g a to , con form e 
re lac ionam os na secao 3 .3 ) nas variave is o rig ina is  (x r , p r ) repen tinam en te  to rna-se  o seu cen tro  
e vice-versa. Esse processo e fo rte m e n te  prop ício ao su rg im en to  de caos [7 5 , 97] .
6.4 Análise  das tra je tó ria s  regulares e caó ticas na Seção de Poincaré
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Nesta seçao apresentam os analises num ericas co m pu tac iona is  u tiliz a n d o  a secao de 
Poincare para v isua lizar o co m p o rta m e n to  geral do sistem a. As seçoes de Poincare que ca lcu­
lam os para este caso, fo ram  o b tida s  para d ife ren tes superfíc ies com  energia constan te , onde 
por c r ite r io  de analise, o p ta m os  por f ixa r o va lo r do m om en to  to ta l P  e representar a d inam ica  
na secao, para d ife ren tes valores de H . Os valores P  e H  correspondentes aparecem  no to p o  
de cada fig u ra . E im p o rta n te  destacar que as condicães in ic ia is  consideradas são cond ic iona ­
das a dom ín ios específicos de H  constan te , con form e estabe lecido na construçao  da secão de 
Poincare para este caso.
O su rg im en to  de caos na in te racao  au toco n s is te n te  de duas partícu las (N  =  2 ) com  
uma onda ( M  =  1) ja  e esperado, uma vez que este e um sistem a H a m ilto n ia n o  nao in tegrave l 
e, p o rta n to , nao ha so lucao nao tr iv ia l com  uma onda p ropagante  [98 ] . A lem  disso, e in tu it iv o  
pensar que, tip ica m e n te , a d inam ica  cao tica  deve su rg ir e ser mais in tensa nas regioes proxim as 
a separa triz  do sistem a. Em nosso caso, em pa rticu la r, isso s ign ifica  d izer que a em ergencia 
de tra je to r ia s  cao ticas na seção avo lum aria-se  nas regiães v iz inhas ao p o n to  fixo  h iperbo lico , 
que neste caso esta loca lizado  em y ,  +  y 2 =  n . Assim , se este cenario  fosse o un ico corre to , 
o m o v im e n to  ca o tico  deveria reduzir g radua lm en te  con form e as tra je to r ia s  aproxim assem  do 
p o n to  fix o  el íp tico  em y ,  +  y 2 =  0 .
6 .4.1  Secao de Poincare para H  <  0
A  analise a seguir m ostra  que o su rg im en to  de caos no sistem a com  duas partícu las 
nao segue a expec ta tiva  m encionada acim a. A o  analisar a d inam ica  no regim e de H  <  0, 
observam os o su rg im en to  de m o v im e n to  ca o tico  na v iz inhanca  do p o n to  fixo  el íp tico . No 
regim e de H  <  0 esse co m p o rta m e n to  ca o tico  e a típ ico , para sistem as onda -pa rtícu la , uma 
vez que neste cenario  am bas pa rt ículas a princ íp io deveriam  osc ila r (com  baixa energia c in e tica ) 
no po tenc ia l estavel da onda que, por sua vez, possui a lta  a m p litude .
Iden tificam os, en tão  que para uma de te rm inada  superfíc ie  de energia constan te , o 
sistem a possui fo rte  sensib ilidade na cond içao  in ic ia l da ve locidade re la tiva  en tre  as partícu las. 
P o rta n to , con form e aum entam os a d iferença na ve locidade re la tiva  das partícu las, a variacao 
da a m p litu d e  do m o v im e n to  to ta l das partícu las a tua  com o uma p e rtu rbacao  ad ic iona l no 
sistem a.
Na F igura 6 .2 , apresentam os a lgum as seçoes de Poincare o b tida s  no regim e de H  <
0. Em linhas gerais, vem os que o m o v im e n to  ca o tico  in ic ia  em y ,  +  y 2 =  0 e perm anece 
“ co n fin ad o ” en tre  —n  <  y ,  +  y 2 <  n . Nesse m om en to  e im p o rta n te  en fa tiza rm os que, qu an to  
m a io r o alcance da tra je to r ia  em p , +  p 2 m enor e a d iferenca na condição in ic ia l da ve locidade
re la tiva  entre  as partícu las (em  m odu lo ) e, n a tu ra lm en te , a recíproca ta m b e m  e sa tis fe ita . 
P o rta n to , a pe rtu rbacao  (que esta d ire ta m e n te  re lacionada a d iferença na condicao in ic ia l das 
ve locidades das partícu las) aum enta  a p a rtir  da tra je to r ia  m ais externa para a m ais in te rna  
nas secoes 6 .2 .
Para esclarecer m e lhor esse p o n to  tom em os com o exem plo a secao 6 .2 (a ) . Nesse 
caso, a tra je to r ia  preta representa a evolucao do sistem a com  o m enor va lo r de pertu rbaçao, 
enquan to  que a tra je to r ia  azul (que parece um p o n to  devido as escalas dos e ixo) representa o 
m a io r va lo r de pe rtu rbação  nesse dom ín io  de H  =  —4,7.
A  F igura 6.3 com p lem en ta  a exp licacao acim a, e luc idando a evolucao te m p o ra l da 
a m p litu d e  do m o v im e n to  em p 1 +  p2. O p rim e iro  g ra fico  de cada painel m ostra  a evo lução de 
p 1 ( linha  azu l) e p 2 ( linha  ve rm e lha ) e o segundo a evoluçao da a m p litu d e  to ta l de p 1 +  p 2. 
As cores das linhas que representam  a evo lucao de p 1 +  p 2 no segundo g ra fico  de cada painel 
correspondem  as cores das tra je to r ia s  na seçao 6 .2 . Os valores num ericos das condicoes in ic ia is 
de p01 e p02, bem com o a pe rtu rbacao  ó =  \ J 2 ( E  — E1) (Eq. 6 .20 ) sao d ispon ib ilizadas na 
parte  superio r de cada painel.
Q uando a d ife renca na cond icao  in ic ia l da ve locidade re la tiva  das partícu las e m u ito  
pequena (p 1 «  p2), am bas partícu las se ag lom eram  no parte  estavel do po tenc ia l e m ovem - 
se ju n ta s , de m odo  que a evo lucao assemelha-se ao caso N  = 1 .  A u m e n ta n d o  a d iferenca 
de ve locidade p01 e p02, as partícu las com eçam  oscilar em an ti-fase  com  cen tro  de massa 
cons tan te  em relaçao a onda, con form e m ostra  a sequencia nos paineis (superio res) de 6 .3 (a ) 
a 6 .3 (b ) .
O aum en to  da a m p litu d e  do cen tro  de massa no m o v im e n to  das partícu las indica 
que o m o v im e n to  ganha posicoes em relacao ao po tenc ia l, de fo rm a que quando uma (ou 
am bas) partícu las a lcanca posicães m aiores que y 1 +  y 2 =  n , então, even tua lm en te , a partícu la  
escapa do po tenc ia l e executa um m ov im en to , a p rin c ip io  im previsível, preenchendo a secao 
com  pontos, aparen tem ente, desordenados. Esse m o v im e n to  e representado nas secoes 6 .2 (b ) 
- 6 .2 ( f )  pelas tra je to r ia s  caoticas.
Nas secoes 6 .2 (b ) e 6 .2 (c ) a tra je to r ia  sem elhante a um “8” representam  m ovim en tos 
cao ticos, a inda que fracam ente . E im p o rta n te  destacar que ta is  tra je to r ia s  nao correspondem  
ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  das equaçoes d ife rencia is, sendo p o n to  fixo  h ip e rb o lico  apenas na 
secao de Poincare.
A  in tens ificacao  do m o v im e n to  ca o tico  m ostrado , sequencia lm ente  na F igura 6 .2 , 
ind ica que con form e aum enta-se a p e rtu rbacao  no sistem a, as tra je to ria s  cao ticas executam  
uma excursao m a io r pelo espaço de fase. O “ co n fin a m e n to ” do caos no in te rva lo  —n  <
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(a ) (b )
(c ) (d )
(e ) ( f )
F IG U R A  6.2 -  In te rc e p ta ç ã o  das t ra je tó r ia s  na seção P o incare , lo ca liza d a  em  y 1 — y 2 =  0, no re g im e  de H  
n e g a tivo .
y 1 +  y 2 <  n , pode estar re lac ionado ao fa to  de que, quando uma (ou am bas) as pa rt ículas 
escapam do po tenc ia l ela (as) sao fa c ilm e n te  recapturadas pelo po tenc ia l, uma vez que, nesse 
regim e de energia (H  <  0) a a m p litu d e  da onda e grande.
A  F igura 6 .4  m ostra  a trans fo rm ada  de Fourie r da a m p litu d e  do m o v im e n to  to ta l p 1 +  
p2 das tra je to ria s  preta e azul da seçao 6 .2 (a ) , respectivam ente . A  F igura 6 .4 (a ) , m ostra  que 
sistem a o n d a -p a rt ícula oscila, harm on icam ente , com  um unico  p ico de frequencia . A  m edida
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(a ) (b )
(c ) (d )
F IG U R A  6 .3  -  A  p a rte  s u p e r io r de cada pa ine l m o s tra  a e vo lucã o  te m p o ra l da a m p litu d e  d o  m o v im e n to  p i  
( lin h a  a z u l)  e p 2 ( lin h a  ve rm e lh a ) e, a p a rte  in fe r ir  a e vo lu ca o  da a m p litu d e  to ta l de p 1 +  p 2 . (a ) 
co rre sp on de  a e vo lu ca o  em  te m p o  c o n tín u o  da t ra je tó r ia  p re ta  na seçao 6 .2( a ) , (b )  a t ra je to r ia  
verde , (c )  a t ra je to r ia  ve rm e lh a  e (d )  a t ra je to r ia  azu l. N o te  que  a p e rtu rb a c a o  S a u m e n ta  a 
p a r t ir  da t ra je to r ia  S =  4 ,9  x  10-3  para a t ra je to r ia  azu l S =  0 ,1 70 .
que aum enta-se a pertu rbaçao , vem os uma frequência  de ressonancia, F igura 6 .4 (b ) que, 
even tua lm en te , esta associado a s o b re p o s to  e caos no sistem a.
Na Figura 6.5 apresentam os analises via trans fo rm ada  de Fourie r da a m p litu d e  do 
m o v im e n to  to ta l p 1 +  p2 para as condicoes in ic ia is que geram  as tra je to ria s  (cao ticas) ver­
m elha escura e azul nas secães 6 .2 (d ) e 6 .2 (e ) , respectivam ente . N o te  que o sinal o b tid o  
de m o v im e n to  ca o tico  (a p e rio d ico ) e ru idoso, no e n ta n to , observam os que nesse regim e com  
H  <  0 , o pico de frequencia  (e os harm on icos) sao, considéravé lm énté, bem defin idos.
Por fim , pode-se averiguar que a d e s c r t o  da in te racao  au to co n s is té n té  onda -pa rtícu la  
para o caso com  N  =  2 via d inam ica  H a m ilto n ian a , m ostrou-se  uma fe rram en ta  m u ito  va­
liosa, em pa rticu la r, na analise dos m ecanism os que o rig inam  caos na v iz inhança do p o n to  
fixo  e lítico . Em concordancia  com  o enunciado do Teorem a K A M ,  nossos resu ltados mos­
tra m  que a pe rtu rbaçao  im p lica  na defo rm acao e d e s t r u t o  de tra je to ria s  loca lizadas sobre
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(a ) (b )
F IG U R A  6 .4  -  A n a lis e  da e vo lu çã o  te m p o ra l da a m p litu d e  do  m o v im e n to  to ta l p ,  +  p 2 a través  da tra n s fo rm a d a  
de F o u rie r para as con d içõ es  in ic ia is  que  g e ram  as t ra je to r ia s  p re ta  e azu l na seçao 6 .2 (a ) , 
re sp e c tiva m e n te . Em (a ) a tra n s fo rm a d a  de F o u rie r m o s tra  que  o s is te m a  osc ila  h a rm o n ica m e n te  
com  um  ú n ico  p ico  de fre q u e n c ia ; em (b )  o bse rva m os o s u rg im e n to  de um  h a rm ô n ico  com  o 
d o b ro  da fre q u e n c ia  fu n d a m e n ta l, c a ra c te r iza n d o  o s u rg im e n to  de um a ressonancia  no s is tem a.
(a ) (b )
F IG U R A  6 .5  -  A n a lise  da e vo luçã o  te m p o ra l da a m p litu d e  do  m o v im e n to  to ta l p ,  +  p 2 a tra ve s  da tra n s fo rm a d a  
de F o u rie r para as con d ico e s  in ic ia is  que  g e ra m  as t ra je to r ia s  ve rm e lh a  escura e azu l nas 
secões 6 .2 (d )  e 6 .2 ( e ) , re sp e c tiva m e n te . O bserve  que  apesar da apa rênc ia  " ru id o s a " o  p ico  de 
fre q u e n c ia  a in d a  e, co n s id e ra ve lm e n te , bem  d e fin id o .
to ro s  invarian tes de te rm inados pelas constan tes de m ov im en to , ta l que o espaco de fase seja 
carac te rizado  pela coexistência  de tra je to ria s  regulares e caoticas. Em adicao, o Teorema de 
P o /n ca re -B /rkh o ff estabelece que, a quebra de um to ro  ressonante (dev ido  a pe rtu rbaçao  a que 
o sistem a e su b m e tid o ) da origem  a uma sequencia de pon tos  que a lte ram -se  en tre  el íp ticos 
(estave is) e h ipe rbo licos (ins tave is ), onde os pon tos el íp ticos to rnam -se  o ce n tro  de regioes 
estaveis, denom inados //has de ressonanc/a imersas no m ar cao tico , enquan to  que, os pontos 
h ipe rbo licos sao, na tu ra lm e n te , prop ícios ao su rg im en to  de caos.
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6.4.2  Seção de Poincaré para H  >  0
A  F igura 6.6 m ostra  a lgum as seções de Poincaré para valores pos itivos de H . Nesse 
regim e de energia, a a tiv id a d e  caó tica  ja  e esperada e esta associada ao caos de separatriz. Em 
sistem a H a m ilto n ian o s  nao in tegraveis, na regiao ass in to tica  a separa triz , as d is tanc ias en tre  
as ressonancias sao m u ito  pequenas, de m odo  que, para pequenos valores de pe rtu rbaçao  
o sistem a pode ser conduz ido  rap idam ente  para o regim e ca o tico  [53] . Assim  para o caso 
com  N  =  2, isso s ign ifica  que o sistem a possui fo rte  sensib ilidade nas condicoes in ic ia is das 
ve locidades das partícu las, ta l que pequenas variacoes na d iferença de p i +  p 2 no p o n to  fixo  
h ipe rbo lico  (y i  +  y 2 =  2n  na seçao de Poincare) a d inam ica  to rna-se  ce lerem ente cao tica .
Vi  + %  2/i + 2 /2
(a ) (b )
F IG U R A  6.6 -  In te rc e p ta ç ã o  de t ra je tó r ia s  com  a seção P o in ca ré  lo ca liza da  em  y i  — y 2 = 0  para va lo res  de H 
p o s it iv o .
A  secao 6.6 m ostram  ainda que m esm o imersas ao caos, no p o n to  fixo  e líp tico  y i  +  
y 2 =  0 sempre te rem os a presença de tra je to r ia s  regulares fechadas (ilhas). A lem  disso, a 
to p o lo g ia  do espaco de fase do caso com  N  =  2 indica que o sistem a apresenta d ife ren tes tip o s  
de m ovim entos, no qual, as ilhas regulares correspondem  as partícu las oscilando aprisionadas 
ao po tenc ia l estavel da onda, as tra je to r ia s  abertas (F ig .6 .6 (b ) )  representam  o m o v im e n to  
bal ístico, onde o sistem a evolu i sem tro ca  de m o m en to  o n d a -p a rt ícula e o dom  ín io ca o tico  na 
regiao da separa triz , ind ica que quando uma (ou am bas) pa rt ículas a tingem  a posicao instavel 
no po tenc ia l e la (s) ganham  energia su fic ien te  da onda e p o d e (m ) escapar do po tenc ia l, ta l 
que sua tra je to r ia  pode rea lizar grandes excursões no espaco de fase. C ertam en te  a partícu la  
vo lta  a in te ra g ir com  a onda, mas nada se pode prever nessas c ircunstanc ias.
A  F igura 6.7 m ostra  a transfo rm ada  de Fourie r da a m p litu d e  do m o v im e n to  to ta l 
p i  +  p 2 para as condições in ic ia is  que geram  o m o v im e n to  representado pela tra je to r ia  caotica  
verde na seçao 6 .6 ( b ) .
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F IG U R A  6 .7  -  A n a lise  da e vo lu ca o  te m p o ra l da a m p litu d e  do  m o v im e n to  to ta l p 1 +  p 2 a tra ve s  da tra n s fo rm a d a  
de F o u rie r para as con d icõ es  in ic ia is  que  g e ra m  a t ra je to r ia  ve rde  na seçao 6 .6(b )
Observe que o sinal o b tid o  atraves da trans fo rm ada  de Fourie r caracteriza-se  com o 
ru Ido irregu la r, de m odo que nao e poss ível ev idenciar precisam ente a frequencia  e harm onicos 
com  a qual o sistem a evolu i.
C A P ÍT U L O  7 -  C o n c lu s õ e s  e p e rs p e c t iv a s
Neste tra b a lh o , analisam os o co m p o rta m e n to  regular e ca o tico  na tra je to r ia  das 
partícu las no espaço de fase, para sistem as onda -pa rtícu la  em um plasma fr io  via d inam ica  
H a m ilto n ian a  classica [1 ,29] . O b je tiva n d o  rea lizar esse estudo  em baixa d im ensiona lidade, con­
sideram os a in te racao  na aproxim acao de uma unica onda [3 5 , 36] e, então, o num ero de graus 
de liberdade no sistem a e acrescido com  o a um en to  do num ero de partícu las ressonantes. Essa 
abordagem  e am p lam en te  u tilizada  no estudo de instab ilidades em sistem a fe ixe-p lasm a, no 
qual a decliv idade com  derivada pos itiva  na funcao  de d is tr ib u ica o  de ve locidades do feixe 
sign ifica  um aum en to  do num ero de pa rt ículas que podem  ressonar com  a onda [15 , 41] .
A traves de uma analise q u a lita tiva  e num erica co m p u ta c io na l, rev is itam os a d inam ica  
do caso in tegrave l com  uma partícu la , N  =  1 e descrevemos as m udancas topo lo g ica s  no 
espaçco de fases desse sistem a, con form e variam os o m om en to  linear to ta l,  P . A u m e n ta n d o  
o num ero pa rt ículas ressonantes para N  =  2, estudam os o su rg im en to  e a in tens ificaçao  de 
m ov im en tos cao ticos em baixa dim ensao, ta n to  no regim e de energia pos itivo  q u a n to  no regim e 
de energia nega tivo  [44 ] .
A  in teg rab ilidade  no caso com  N  = 1 ,  assegura o co m p o rta m e n to  regular das t ra ­
je tó r ia s  no re tra to  de fase. Casos in tegrave is  são im po rta n te s  pois fo rnecem  uma com preensão 
basica das es tru tu ra s  coerentes encontradas em casos com  m u itas  p a rt ículas (N  »  1) [99] . 
C a lcu lam os q u a lita tiva m e n te  o va lo r específico do m om en to  to ta l, P  =  3 /2 ,  para o qual o 
sistem a passa por uma b ifu rcacao, onde um par de pon tos  fixos com  estab ilidades d ife rentes, 
a saber, el íp tico  e h ip e rb o lico  co inc idem  na mesma abcissa do p o n to  fixo  do sistem a.
E lucidam os o co m p o rta m e n to  geral no espaco de fase desse sistem a atraves de d i­
agram as de b ifu rcacao , fo rnecendo assim, uma descricão clara da d inam ica  em te rm os da 
in tens idade da onda I e do m om en to  to ta l P  (v ide  F igura 5 .1 ) . O b tivem os que para valores 
de P  <  3 /2  o espaço de fase possui tra je tó r ia s  regulares fechadas na v iz inhanca  do p o n to  f ixo  
el íp tico  e tra je tó r ia s  regulares abertas.
A pos a b ifu rcacao  quando P  =  3 /2 ,  a separa triz  d iv ide  a to p o lo g ia  do re tra to  de fase 
em tres  dom  Inios, onde em cada dom  Inio a evo lucao do sistem a e caracterizada pelo t ip o  de 
in te racao  da onda com  a pa rtícu la . As tra je tó ria s  fechadas, lim ita d a s  pela separa triz , a p a rtir  
do p o n to  el íp tico , sempre existem  para qua lquer va lo r do m om en to  to ta l P  e, descrevem o 
m o v im e n to  de ap ris ionam ento  da partícu la  pelo po tenc ia l para o caso em que a in tens idade da 
onda e grande. Assim , con form e a energia c ine tica  da partícu la  aum enta , ela ganha posicoes 
em relacão ao po tenc ia l, ta l que, quando a p a rt ícula a tinge  o p o n to  instóvel da onda a in te racao  
ocorre  em escala te m p o ra l mais lenta.
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A  p a rtir  de P  >  3 /2 ,  na abcissa do p o n to  h ipe rbo lico , tem os ta m b e m  a presenca 
de ilhas fechadas. Essa regiao do re tra to  de fase, ta m b e m  corresponde ao m o v im e n to  de 
ap ris ionam ento  da partícu la  pela onda, mas para casos específicos, no qual a a m p litu d e  do 
p o tenc ia l e pequena, ou mais especificam ente , para I <  1 /2 . Esse resu ltado  id e n tifica  um 
dom  Inio, lim ita d o  a uma certa  quan tidade  de condicoes in icia is, para o qual e possível o b te r 
aceleracao coerente  da partícu la  mesm o com  valores baixo de I .
A inda  para N  =  1, ca lcu lam os um va lo r especial do m om en to  linear to ta l,  a saber, 
P  =  3 /4 1/3, para o qual, a tra je to r ia  que con tem  I =  0 passa, ass in to ticam en te , pelo p o n to  fixo  
h ipe rbo lico  e co inc ide  com  a separa triz , ca rac te rizando  uma b ifu rcaçao  g loba l no sistem a. As 
tra je to r ia s  abertas que, ta m b e m  aparecem  par qua lquer va lo r de P , representam  o m o v im e n to  
de partícu la  livre  (ba l Is tico ), ou seja, quando a onda e a partícu la  evo luem  sem in te racao  
e fe tiva.
Para N  =  2, id e n tifica m o s  e analisam os a aparência do caos em um sistem a de baixa 
dim ensao. Nesse cenario, a discussao sobre a em ergencia de caos fo i d iv id ida  em duas regiães 
do espaço de fase, a saber: p rox im o  do p o n to  fixo  el íp tico  e h ipe rbo lico . O aparec im en to  e in- 
tens ificaçao  do caos na regiao proxim a ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  e tip ica m e n te  esperado, uma 
vez que para N  =  2 o sistem a H a m ilto n ia n o  e não in tegravel, e o em aranhado hom ocl In ico 
gerado a p a rtir  de uma separa triz  em um sistem a h a m ilto n ia n o  nao in tegrave l e um em ara­
nhado p e rto  do qual o tra n sp o rte  ca o tico  se desenvolve [53] . Por o u tro  lado, para sistem as 
on da -pa rtícu la , o aparec im en to  e in tens ificaçao  de caos p rox im o  ao p o n to  fixo  el íp tico  não e 
no rm a lm ente  esperado.
O su rg im en to  de caos na v iz inhanca  do p o n to  fix o  el íp tico  ocorre  no regim e de energia 
negativa. Nesse cenario  com o H  <  0 o m om ento , p, associado as partícu las e baixo, enquan to  
a in tens idade da onda I e grande, dado que o m om en to  linear to ta l P  e a energia to ta l H  
sao quan tidades conservadas na d inâm ica . Isso im p lica  que, a p rinc ip io , as partícu las deveriam  
osc ila r apris ionadas no “ poco” estavel do po tenc ia l. N a tu ra lm e n te , o m o v im e n to  ca o tico  nesse 
sistem a esta associado ao escape de partícu las. Em oposiçao ao que era esperado, m ostram os 
que com  o aum en to  da pe rtu rbacao  a lgum as tra je to r ia s  regulares sao deform adas devido  a 
sobreposiçao de ressonancia e a quebra das tra je to r ia s  ressonantes da origem  a tra je to ria s  
cao ticas na seçao Poincarê.
No regim e de H  >  0, o su rg im en to  e in tens ificacao  do caos e esperado na regiao 
proxim a ao p o n to  fixo  h ipe rbo lico  por onde passa a separa triz . Em sistem as H a m ilto n ian o s  nao 
in tegrave is  a separa triz  possui uma certa  “ la rgu ra ” cao tica , ta l que nessa regiao o m o v im e n to  
ca o tico  e conhecido  com o caos de se para triz  [53 ] . Nossos resultados m ostram  ainda que, para 
am bos os regim es de H , p o s itivo  ou negativo , o caso com  N  =  2 apresenta fo rte  sensib ilidade
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na condicao in ic ia l da ve locidade re la tiva  das pa rt ículas. Assim , pequenas variações em p 1 +  p2 
podem  co n du z ir o sistem a rap idam ente  para o regim e cao tico .
Em s íntese, a descricao da in te racao  o n d a -p a rt ícula na aprox im açao de baixa d im ensão 
via d inam ica  H a m ilto n ian a  classica m ostrou-se fu nd a m e n ta lm e n te  eficaz na investigação dos 
m ecanism os re lacionados ao su rg im en to  e in tens ificacao  do caos para N  =  2. O tra ta m e n to  
q u a lita t iv o  das equacoes, bem  com o, a de fin icão  da secao de Poincare para o caso com  N  =  2, 
que rea lizam os neste tra b a lh o , com pe te  com o uma c o n t r ib u t o  inaugura l na analise desse t ip o  
de sistem a, to rna-se, assim, uma base fu nd a m e n ta l para estudos fu tu ros .
C om o perspectivas fu tu ra s  deste tra b a lh o  pretendem os estender as analises para o 
caso com  N  =  2 na investigacao da trans icão  para o regim e cao tico . A inda  em baixa d im en- 
sionalidade, ou seja, para poucos graus de liberdade com o o caso com  N  =  2, a t r a n s t o  do 
regim e regu lar para o ca o tico  pode, em princ Ipio, apresentar e s tru tu ra s  fra c ta is  no espaco de 
fase, uma vez que as tra je to r ia s  das partícu las escapam para regioes bem de fin idas do espaco 
de fase. Assim , e possível d e fin ir uma bacia de escape1 e q u a n tif ica r a fra c ta lid a d e  atraves da 
d im ensao da fro n te ira  da bacia [100, 101] . A lem  disso, esse t ip o  de analise pode ser estend ido 
para sistem as com  N  »  1.
Casos nos quais aum enta-se o num ero de pa rt ículas ressonantes, m esm o na apro­
x im açao  de uma unica onda, podem  apresentar uma m a io r in fluenc ia  da d ifusao  de A rn o ld  no 
espaco de fase. No e n ta n to , esses sistem as nao sao previstos por teorias bem consolidadas, 
com o o teorem a K A M , por exem plo. Assim , o estudo de sistem as com  N  ^  1 deve abordar um 
cam inho , p rim ord ia lm en te , via analises num ericas com pu tac iona is . A  investigacão com  N  ^  1 
e substancia l na descricao das instab ilidades fe ixe-p lasm a que, ocas iona lm ente , podem  gerar 
as cham adas tu rb u le nc ias  de Langm uir.
1A  bacia  de escape e fo rm a d a  p o r um a reg iao  do  espaco de fase d e fin id a  pe lo  c o n ju n to  de con d içõ es  in ic ia is  
que  escapam , ou d e ixa m , d e te rm in a d a  reg ia o  do  espaco de fase.
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